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Введение

Актуальность. Современная теория тяготения, сформулированная в 1915
г. Альбертом Эйнштейном и называемая общей теорией относительности (ОТО)
долгое время оставалась математизированной теорией имеющей малое прак-
тическое применение в астрофизике в основном из-за слабости гравитацион-
ных полей в рамках солнечной системы. До 60-х годов прошлого столетия
ОТО давала лишь малые поправки, доступные измерению только точней-
шим прецизионным приборам. Правда ради справедливости нужно отметить,
что в начале 20-х годов XX-столетия А.А. Фридман предсказал расширение
Вселенной (к 1928 году космологическое расширение Вселенной было экспе-
риментально подтверждено Э.П. Хабблом на основании большого наблюда-
тельного материала спектра излучения от удаленных галактик).

Однако, современные достижения экспериментальной техники сделали воз-
можным и необходимым учитывать влияние общерелятивистских эффектов
на результаты многих повседневных астрономических наблюдений, связан-
ных, например, с наблюдениями компактных массивных астрономических
объектов (галактических и внегалактических) с сильными гравитационными
и электромагнитными полями, играющих роль уникальных астрофизических
лабораторий. Поэтому исследование влияния риманова характера геометрии
вблизи компактных объектов на результаты астрономических наблюдений
является актуальным. При современных точностях измерений астрономия
становится релятивистской, а ОТО - рабочим инструментом астрономии, а
именно практически значимой важной теорией описывающей релятивистские
астрофизические процессы.

В частности, к сильному изменению облика релятивистской астрофизики
и космологии привели открытия, произведенные в 60-70-е годы XX-столетия.
Это прежде всего - открытие микроволнового космологического излучения

5



и являющееся веским доказательством в пользу "горячей модели Вселен-
ной предложенной Гамовым еще в 1948 г., а также открытие пульсаров Д.
Беллом и Э. Хьюишом 1968 г., которые представляют собой быстро вращаю-
щиеся сильно намагниченные компактные нейтронные звезды (НЗ).

В 70 -80-е годы XX-столетия вырос интерес работам, где рассматривались
вопросы о физике черных дыр (ЧД) и гравитационных волн. В настоящее
время имеются многочисленные доказательства существования массивных
ЧД в центре многих галактик. Кроме того, существуют доказательства нали-
чия ЧД в центре аккреционных дисков. Главным доказательством является
наличие излучений от этих объектов в радио-, оптическом и рентгеновском
диапазонах. Наличие релятивистских объектов как ЧД в звездных системах
требуют особого подхода к исследованию эволюционных процессов в них и
к их моделированию. При этом очень важен комплексный подход к данно-
му вопросу, заключающийся в использовании как наблюдательных данных
в оптическом диапазоне, с дальнейшим построением моделей динамической
эволюции, так и данных в других диапазонах, с дальнейшим моделирова-
нием физических процессов в электромагнитных полях, поскольку электро-
магнитные явления играют исключительно важную роль в астрофизических
задачах, например, в окрестности сверхмассивных гравитационных объек-
тов, в межгалактическом пространстве, в современных моделях активных
галактических ядер и в формировании внегалактических потоков вещества.
Особую актуальность придает им тот факт, что современные астрономиче-
ские наблюдения основаны на регистрации электромагнитных сигналов аст-
рономического происхождения в широком спектральном диапазоне, а вли-
яние искривленного пространства-времени на электромагнитые поля имеет
фундаментальный интерес, который возрастает, когда эти эффекты могут
быть связаны с богатой наблюдательной феноменологией.

Наличие сильных электромагнитных полей считается одной из наиболее
важных особенностей вращающихся НЗ, наблюдаемых как пульсары и магни-
тары. С другой стороны было показано, что электрически нейтральные ЧД
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не могут иметь собственного магнитного поля [13]1. Однако, предположив,
что ЧД расположена во внешнем однородном магнитном поле, создаваемом
находящимся вблизи источником, таким как соседняя НЗ или магнитар, было
получено точное решение вакуумных уравнений Максвелла для асимптотиче-
ски однородного магнитного поля [14]. После этого свойства ЧД во внешнем
магнитном поле были подробно изучены разными авторами с целью изучения
вопроса об извлечении энергии ЧД, в частности через эффект Блэндфорда-
Знаека [15, 16, 17, 18, 19] и [20].

Решение Керр-Тауб-НУТ

Решение Керра, которое описывает аксиально-симметричное пространства-
времени вокруг вращающегося компактного объекта [21] в ОТО можно обоб-
щить на более общий случай путем введения дополнительного нетривиаль-
ного параметра, так называемого гравитомагнитного монопольного момента
или "магнитной массы". Окончательное решение описывает пространство-
время локализованных стационарно аксиально - симметричных объектов и
называется Керр - Тауб - НУТ (Ньюман - Унти - Тамбурино) решение ва-
куумных уравнений поля Эйнштейна [22]. Это решение относится к обще-
му классу метрик, которые допускают разделение переменных в уравнении
Гамильтона-Якоби и содержат три физических параметра: гравитационная
масса (гравитоэлектрический заряд), гравитомагнитная масса (НУТ заряд),
а также параметр вращения [23]. Присутствие НУТ заряда в пространстве-
времени разрушает его асимптотическую структуру, что делает его в отли-
чие от пространства-времени Керра, асимптотически неплоским. Несмотря
на то, что пространство-время Керр-Тауб-НУТ не имеет сингулярности кри-
визны, оно обладает конической сингуларностью на своей оси симметрии, что
приводит к гравитомагнитному аналогу условия квантования струн Дирака.
Конические сингулярности могут быть устранены путем введения соответ-
ствующего условия периодичности на временную координату.

Однако, появление замкнутых временноподобных кривых в данном про-
1Ссылки во введении начинаются с [13], так как литература начинается с ссылок [1]–[12] на работы

соискателя
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странстве - времени, делает ее трудно интерпретируемым решением нор-
мальной ЧД. В рамках альтернативного объяснения конических сингуляр-
ностей можно рассматривать их как источник физических струн связываю-
щих пространство-время вдоль оси симметрии. Несмотря на эти нежелатель-
ные особенности решении Керра-Тауб-НУТ оно по прежнему выступает в
качестве привлекательного примера пространства-времени с асимптотически
неплоской структурой для изучения различных астрофизических явлений в
ОТО.

В пространстве-времени, содержащем НУТ заряд, также играет важную
роль в низкоэнергетической теории струн, где существующие дуальные сим-
метрии эффективных действий позволяют построить новые стационарные ре-
шения типа Тауб-НУТ. Некоторые примеры гравитирующих решений с НУТ
зарядом были найдены в теории Эйнштейна-Янга-Миллса.

Несмотря на отсутствие наблюдений, свидетельствующих о существовании
гравитомагнитного монопольного момента, то есть пространства-времени на-
зываемого НУТ пространством (Ньюман, Унти и Тамбурино), в настоящее
время представляет интерес изучение электромагнитных полей и движения
частиц в НУТ пространстве с целью получения нового инструмента для изу-
чения важных общерелятивистских эффектов, которые связаны с недиаго-
нальными компонентами метрического тензора и не имеют ньютоновских
аналогов. Исследование электромагнитных процессов в окрестности Керр-
Тауб-НУТ компактного гравитационного объекта обусловлено тем, что эф-
фекты ОТО в метрике Керр-Тауб-НУТ могут дать возможность эксперимен-
тального обнаружения гравитационного монопольного момента. Более того
общерелятивистский эффект увлечения инерциальных систем отсчета (ИСО)
является очень важным в магнитосфере пульсаров и считается источником
дополнительного электрического поля общерелятивистского происхождения.

Следующий этап развития теории гравитации связан в первую очередь
с неожиданным открытием в 1997 году ускоренного расширения Вселенной.
Дальнейшие открытия в релятивистской астрономии и космологии (открытие
массивных ЧД в центре галактик, темной материи, темной энергии, магнита-
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ров, аномальных рентгеновских пульсаров и т.д.) подтолкнули исследовате-
лей в области ОТО к поиску альтернативных моделей теории гравитации и
адекватных теоретических объяснений эффектам связанным с этими новыми
революционными открытиями (см., например, [24, 25]).

Современные космологические данные свидетельствуют о существовании
новых типов частиц, еще не открытых в земных условиях и составляющих
"темную материю"во Вселенной.

Еще более удивительным результатом современной наблюдательной кос-
мологии стало указание на существование совершенно новой формы мате-
рии - "темной энергии"с экзотическим уравнением состояния p/ε = −ε, p -
давление, ε - плотность вещества, ε - положительное число. Доля обычно-
го вещества (протонов, атомных ядер, электронов) в суммарной энергии в
современной Вселенной составляет всего 5%. Помимо обычного вещества во
Вселенной имеются и реликтовые нейтрино, вклад которых в полную энергию
(массу) во Вселенной невелик, поскольку массы нейтрино малы, и составляет
заведомо не более 3%. Оставшиеся 90 – 95% (25% – темное вещество, 60 – 75%
– темная энергия) полной энергии во Вселенной – "неизвестно что".

Кротовые норы

В последнее время в связи с открытием новых форм материи во Вселенной
в релятивистской астрофизике усилился интерес к гравитационным объектам
содержащим темную энергию или темное вещество, в частности к работам, в
которых обсуждаются решения уравнений Эйнштейна, описывающие прохо-
димые кротовые норы (ПКН) [26, 27]. Этот интерес также вызван, в частно-
сти, строительством и проектированием высокоточных радиоинтерферомет-
ров, которые позволят в будущем отличать ПКН от других объектов (ЧД,
например). Принципиальным и характерным свойством ПКН является ее
горловина, через которую могут проходить физические тела. Пространство-
время около горловины сильно искривлено. Эта кривизна достигает величи-
ны, соответствующей горизонту событий ЧД с такой же массой.
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В последнее время проблема кротовых нор (КН) в ОТО обсуждалась во
многих работах [26, 27, 28, 29, 30, 31, 32]. Эта проблема актуальна как для тео-
ретической физики, так и для астрофизики. КН это гипотетический объект,
описываемый несингулярным решением уравнений Эйнштейна с двумя боль-
шими (или бесконечными) областями пространства - времени, связанными
горловиной. Рассматриваемые две большие области пространства - времени
могут лежать в одной и той же Вселенной или даже принадлежать разным
вселенным в модели Мультивселенной. В последнем случае "проходимые"КН
представляют уникальную возможность исследовать другие Вселенные.

Первичные пространственно-временные тоннели (КН), вероятно, существу-
ют в исходном скалярном поле, они возможно сохраняются после эпохи ин-
фляции, связывают различные районы нашей и других вселенных, открывая
уникальную возможность исследования многоэлементной Вселенной и обна-
ружения нового типа объектов - входов в тоннели. При этом уже давно было
доказано, что в рамках эйнштейновской теории гравитации (ОТО) мосты мо-
гут быть построены из материи только с экзотическим уравнением состояния.

В литературе рассмотрены модели, где основным материалом для КН,
обладающим всеми необходимыми свойствами, является пронизывающее ее
сильное магнитное поле, а фантомная материя или фантомная энергия нуж-
ны только в виде малой добавки, и, наоборот, модели, где основным матери-
алом является фантомная энергия с уравнением состояния, близким к ваку-
умному (p/ε = −1), и добавкой плотности энергии магнитного поля [27]. При
этом некоторые из наблюдаемых астрономических объектов могут оказаться
входами в тоннели.

Гравастар – звезда из темной энергии

Недавнее открытие ускорения Вселенной положило начало дискуссии о
существовании темной энергии (см., например, [33, 34, 35, 36]) и, в свою оче-
редь, исследованиям альтернативных конфигураций, что привело к нахож-
дению решения для так называемого гравастара, гравитационной вакуумной
звезды, состоящей из темной энергии (см. [37, 38]). Это сферически симмет-
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ричное статичное глобальное решение уравнений Эйнштейна является канди-
датом на описание весьма компактных астрофизических объектов. И в этом
смысле, будучи альтернативой ЧД, оно получается из сегмента геометрии
де-Ситтера в центре с уравнением состояния темной энергии, проходит че-
рез тонкий вакуумный переходный слой, избегая формирования горизонта
событий, и соответствует внешнему пространству Шварцшильда. Общим из
условий реализации гравастара является анизотропность давления во внеш-
ней оболочке объекта (см. [39, 40, 41]).

Несколько астрофизических аспектов решения для гравастара, таких как
термодинамические свойства, моды квазинормальных колебаний и нестабиль-
ность эргорегиона, недавно обсуждались в литературе [42], а также Киренти
и Рецолла [43, 44] исследовали стабильность модели Мазур и Мотолла при
аксиальных возмущениях и обнаружили, что гравастары устойчивы к таким
возмущениям. Киренти и Рецолла также показали, что их квазинормальные
моды отличаются от мод ЧД с той же массой и, таким образом, могут быть
использованы для различения гравастаров и ЧД.

Общерелятивистская теория наблюдаемых применительно к макроскопи-
ческой электродинамике приводит к эффектам, которые могут быть реализо-
ваны на практике или обнаружены в астрономических наблюдениях. Кроме
того, они представляют и чисто теоретический интерес для развития класси-
ческой электродинамики в рамках ОТО. Однако за последние годы внимание
большинства исследователей в теоретическом изучении электродинамики ре-
лятивистских компактных объектов было поглощено ЧД. На наш взгляд, об-
щерелятивистская электродинамика релятивистских объектов из звездного
вещества - НЗ, КН, гравастар представляет не меньший интерес, поскольку
связь между эффектами ОТО и электромагнитными полями исключительно
важна в окрестности релятивистских звезд, являющихся сугубо общереляти-
вистскими компактными объектами, поскольку период их вращения варьи-
руется от миллисекунд до нескольких секунд, магнитное поле порядка 1012

Гс, радиус порядка 10 км и центральные плотности вещества порядка 1014

г/см3, что свидетельствует о сильном гравитационном поле вблизи поверхно-
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сти этих объектов.
И наконец, важной и актуальной проблемой в настоящее время является

экспериментальная проверка современной теории гравитации. Проведенные
классические гравитационные эксперименты не коснулись основного свой-
ства гравитационного поля, предсказываемого ОТО, - его тензорности. Такие
знаменитые эффекты как красное смещение, отклонение луча света грави-
тационном полем (Солнца), прецессия перигелия Меркурия, запаздывание
радарного эха, описываются диагональными членами метрического тензора
и подверждают наличие малых общерелятивистских поправок к ньютонов-
ским гравитационным эффектам. Исследования астрофизических процессов
в окрестности компактных намагниченных гравитационных объектов, явля-
ющихся общерелятивискими космическими лабораториями позволяют и бу-
дут позволять проводить дальнейшую проверку основных фундаментальных
положений ОТО.

Гравитационные объекты в рамках модели на бранах

Недавно полученные точные решения для внешнего гравитационного поля
релятивистских звезд на бранах (см. для обзора [45, 46, 47, 48, 49, 50]) создали
интерес к изучению эффекта напряженности брана на различные астрофи-
зические процессы, например к изучению гравитационных линз [51, 52, 53],
к движению пробных частиц [54], а также к изучению заряженных вращаю-
щихся ЧД [55]. Недавно были изучены поправки брана на возмущение элек-
тромагнитных потенциалов вокруг ЧД [56].

Насколько нам известно, эффект напряженности брана на конфигурации
магнитного поля вращающихся релятивистских компактных звезд еще не
изучены. Поскольку магнитное поле определяет многое из феноменологи-
ческих наблюдений компактных звезд, исследование последствия эффектов
брана на звездные магнитные поля является актуальной задачей. Ранее были
изучены бран-корректировки для заряженных вращающихся ЧД и возмуще-
ния электромагнитного потенциала вокруг ЧД. Задача об исследовании элек-
тромагнитного поля и движение частиц вокруг вращающихся ЧД на бранах,
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находящихся в асимптотически однородном магнитном поле до сих пор оста-
ется не решенным. Изучение орбит пробных частиц может обеспечить воз-
можность для сдерживания параметра в решении, и более глубокое понима-
ние физической природы и свойств соответствующей метрики пространства.
Таким образом, это может открыть возможность тестирования бран модели
с помощью астрономических и астрофизических наблюдений вокруг ЧД, в
частности наблюдательно измеряемый радиус стабильного кругового орбиты
пробных частиц вокруг ЧД, в принципе, может дать определенные лимиты
для численного значения бран заряда.

Актуальность исследования звездных систем с сильно намагниченными
компактными объектами – магнитарами стала мотивом их наблюдений как
во многих крупных обсерваториях, так и в частности в Астрономическом ин-
ституте АН РУз с помощью VLF антенны, предоставленной Стэнфордским
университетом. На этой антенне в настоящее время производятся измерения
возмущения D – слоя ионосферы за счет мощных гамма вспышек от магни-
таров. В теоретическом плане методами исследования в диссертации явля-
ются математический аппарат ОТО и афинной дифференциальной геомет-
рии, включая Риманову геометрию. Для анализа и решения уравнений поля
применяются аналитические и численные методы вычисления Mathematica
и Fortran на компьютерах IBM PC Pentium - IV и рабочих станциях. Иссле-
дуются уравнения динамики для гравитирующих систем и уравнения макро-
скопической электродинамики для моделей астрофизических объектов (НЗ
и плотных компактных конфигураций). В этой связи в диссертации иссле-
дованы в рамках ОТО уравнения макроскопической электродинамики для
моделей намагниченных астрофизических объектов, обладающих ненулевым
магнитным моментом, когда параметры объектов существенно значимы для
учета общерелятивистских эффектов. Полученные аналитические решения
уравнений Максвелла в внутренней и внешней метриках вращающейся на-
магниченной релятивистской звезды указывают на исключительно важную
роль эффектов ОТО внутри и в ближайшей окрестности намагниченных НЗ.
В последние годы рядом авторов была развита электродинамика релятивист-
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ских звезд в искривленном пространстве и в результате интенсивных иссле-
дований было показано, что эффекты ОТО имеют исключительно важное
влияние на электромагнитные поля НЗ в метрике вращающегося гравитаци-
онного объекта. В рамках данной диссертации результаты этих исследований
по вращающимся НЗ расширены на электродинамику компактных объектов
на бранах, звезд из новых форм материи и гравитационных объектов с гра-
витомагнитным зарядом.

Степень изученности проблемы. В настоящее время представляет ин-
терес изучение электромагнитных полей и движения частиц в Керр-Тауб-
НУТ пространстве с целью получения нового инструмента для изучения
важных общерелятивистских эффектов, которые связаны с недиагональны-
ми компонентами метрического тензора и не имеют ньютоновских аналогов.
Исследование электромагнитных процессов в окрестности Керр-Тауб-НУТ
компактного гравитационного объекта обусловлено тем, что эффекты ОТО в
метрике Керр-Тауб-НУТ могут дать возможность экспериментального обна-
ружения гравитационного монопольного момента, общерелятивистский эф-
фект увлечения инерциальных систем отсчета (ИСО), поскольку наличие
сильных электромагнитных полей считается одной из наиболее важных осо-
бенностей вращающихся НЗ, наблюдаемых как пульсары и магнитары.

Хотя в литературе исследована возможность существования круговых ор-
бит вокруг КН, влияние форм параметра и собственного электромагнитного
поля на движения заряженных частиц остаются неизученным. Несмотря на
то, что несколько астрофизических аспектов решения для гравастара, таких
как термодинамические свойства, моды квазинормальных колебаний и неста-
бильность эргорегиона, обсуждались в литературах, электромагнитное поле
внутри гравастара остается малоизученным.

Эффект напряженности брана на конфигурацию магнитного поля враща-
ющихся релятивистских компактных звезд еще не изучен. Поскольку магнит-
ное поле определяет феноменологию наблюдений компактных звезд, иссле-
дование напряженности брана на звездные магнитные поля является акту-
альной задачей. Задача об исследовании электромагнитного поля и движение

14



частиц вокруг вращающихся ЧД на бранах, находящихся в асимптотически
однородном магнитном поле до сих пор остается не решенной. Изучение орбит
пробных частиц может обеспечить определения характеристик, физической
природы и свойств соответствующей метрики пространства-времени. Одним
из неизученных вопросов является вопрос об устойчивости бессиловой магни-
тосферы вращающейся ЧД, помещенной во внешнее магнитное поле, который
ответствен за эффективность механизма Блэндфорда-Знаека.

Цель работы. Целью данной диссертационной работы является изуче-
ние электромагнитных полей и движения пробных частиц в пространстве-
времени а) Керр-Тауб-НУТ, б) вращающейся намагниченной КН, в) в обо-
лочке гравитационной вакуумной звезды из темной энергии, г) ЧД на бранах
во внешнем однородном магнитном поле; получить точные аналитические ре-
шения для зависимости радиуса стабильной круговой орбиты (СКО) от бран
параметра для движения пробной частицы вокруг ЧД на бранах; исследова-
ние влияния спина и гравитомагнитного момента ЧД на процессы извлечения
энергии вращающейся ЧД.

Постановка задачи.
– Получить аналитические и численные результаты для звездного магнит-

ного поля для рассматриваемых различных моделей аксиально-симметричных
гравитационных объектов.

– Найти основные уравнения Максвелла в пространстве-времени сфериче-
ских компактных объектов на бране. Анализ внутреннего магнитного поля
для различных уравнений состояния внутри разных намагниченных гравита-
ционных объектов. Найти точные аналитические внутренние решения урав-
нений Максвелла и Эйнштейна для звездного вещества с жестким уравнением
состояния.

– Проинтегрировать внешние уравнения Максвелла из асимптотической
бесконечности до поверхности звезды и найти численное решение для маг-
нитного поля вне звезды на бранах. Численно проинтегрировать уравнения
для магнитного поля внутри релятивистских звезд.

– В качестве астрофизических применений полученных результатов найти
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изменение мощности электромагнитного магнитодипольного излучения вра-
щающейся звезды из-за эффекта брана.

– Рассмотреть движение заряженных частиц в окрестности а) Керр-Тауб-
НУТ объекта, б) КН, в) компактных объектов на бране помещенной во внещ-
нее однородное магнитное поле.

– Исследовать электромагнитные поля вращающейся намагниченной звез-
ды на бранах с различными конфигурациями магнитного поля.

– Исследовать устойчивость бессиловой магнитосферы вращающейся ЧД,
помещенной во внешнее магнитное поле.

– Проанализировать итоговые результаты исследований, сопоставить их с
аналогичными результатами зарубежных авторов.

Научная новизна определяется тем, что в диссертации впервые: найде-
ны точные аналитические решения для электромагнитного поля а) в про-
странстве - времени Керр-Тауб-НУТ, б) вращающейся намагниченной НЗ с
гравитомагнитным зарядом. Впервые показано, что влияние магнитного по-
ля является доминирующим по сравнению с НУТ параметром на движение
заряженных частиц в пространстве Керр-Тауб-НУТ. Показано, что НУТ па-
раметр существенно усиливает процессы Блэндфорда-Знаека и Пенроуза по
извлечению энергии ЧД. Впервые найдено точное вакуумное решение урав-
нений Максвелла в пространстве - времени вращающейся намагниченной КН.
Впервые установлена сильная зависимость движения частиц от форм пара-
метра КН и магнитного поля. Впервые найдены аналитические выражения
для компонент внутреннего дипольного магнитного поля гравастара. Впер-
вые найдено внутреннее магнитное поле в намагниченной релятивистской
звезде на бране. Впервые получено оригинальное точное решение для ниж-
ней границы внутренней СКО пробной частицы в окрестности ЧД на бране.
Из астрофизических наблюдений аккреционных дисков ЧД получен верх-
ний предел для бран параметра. Показано, что плазменная магнитосфера в
окрестности вращающейся ЧД является устойчивой, что подтверждает эф-
фективность процесса Блэндфорда-Знаека по извлечению энергии ЧД.

Научная значимость и практическая ценность состоит в том, что

16



полученные результаты могут играть важную роль в обнаружении и иссле-
довании монопольного гравитомагнитного заряда, существование которого
теоретически предсказано в рамках ОТО, но до сих пор не обнаружено.
Полученные теоретические данные также могут быть сравнены с экспери-
ментальными наблюдательными данными о существовании и отличии КН от
кандидатов в ЧД. Полученное выражение магнитного поля гравастара мо-
жет быть полезной для описания различных электромагнитных процессов в
гравастаре. Данные позволяют получить верхний предел на величину бран
параметра из данных по наблюдению аккреции вещества на вращающую ЧД.

На защиту выносятся следующие основные результаты

1. Точные аналитические решения для электромагнитного поля а) в про-
странстве - времени Керр-Тауб-НУТ, б) вращающейся намагниченной
НЗ с гравитомагнитным зарядом. Влияние магнитного поля доминиру-
ет по сравнению с НУТ параметром на движение заряженных частиц в
пространстве Керр-Тауб-НУТ. Показано, что НУТ параметр существен-
но усиливает процессы Блэндфорда-Знаека и Пенроуза по извлечению
энергии ЧД.

2. Точное вакуумное решение уравнений Максвелла в пространстве - вре-
мени вращающейся намагниченной КН. Установленная сильная зави-
симость движения частиц от форм параметра КН и магнитного поля.
Аналитические выражения для компонент внутреннего дипольного маг-
нитного поля гравастара.

3. Внутреннее магнитное поле в намагниченной релятивистской звезде на
бране. Оригинальное точное решение для значения нижней границы
внутренней СКО пробной частицы в окрестности ЧД на бране. Верхний
предел для бран параметра из астрофизических наблюдений аккрецион-
ных дисков ЧД.

4. Доказана устойчивость плазменной магнитосферы в окрестности враща-
ющейся ЧД во внешнем магнитном поле, что подтверждает эффектив-
ность процесса Блэндфорда-Знаека по извлечению энергии ЧД.
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Апробация работы. Основные результаты работы докладывались и об-
суждались на семинарах Межуниверситетского центра астрономии и астро-
физики (МЦАА, Пуна, Индия); на международной конференции "Низкоча-
стотное электромагнитное излучение во Вселенной" , Национальный центр
радиоастрономии (Индия, 8-12 декабря, 2008 г.); на летней школе по космо-
логии (Триест, Италия, 21 июля-1 августа 2008 г.); на семинарах ИЯФ АН
РУз; на семинарах АИ АН РУз; на научно-практической конференции "Фун-
даментальные и прикладные проблемы современной физики" (Ташкент, 2008
г.); на научно-практической конференции студентов и молодых ученых "Роль
молодежи в сегодняшнем развитии физики"(Ташкент, 2008 г.); на республи-
канской конференции молодых ученых (Самарканд, 2008 г.); на II республи-
канской конференции молодых физиков Узбекистана (Ташкент, 2008 г.); на
семинар-трейнинге "Современные методы в астрономии"(Ташкент, 2009 г.).

Публикации. По теме диссертации опубликовано 12 печатных работ [1]–
[12]. Диссертационная работа выполнена в ИЯФ АН РУз и АИ АН РУз в
период 2006-2009 гг. в рамках научных проектов ГКНТ Ф - 2.1.9, Ф - 2.2.6,
ФА - Ф2 - Ф079, ФА - Ф2 - Ф061, и ФПФИ АН РУз No 1 - 06, 5 - 08, 29 - 08.

Личный и конкретный вклад автора. В работах, выполненных сов-
местно с научным руководителем и соавторами, вклад автора диссертации
был определяющим. Автор выполнил основные численные и аналитические
рассчеты, приведенные в диссертации, активно участвовал в обсуждениях
постановки задач и при анализе полученных результатов. Обобщение резуль-
татов и основные выводы, приведенные в заключительном разделе диссерта-
ции, сформулированы лично автором.

Содержание работы. Диссертация состоит из введения, четырех глав,
заключения, приложений и список использованных литератур. В введении

обсуждается актуальность темы диссертации и дается ее краткая характери-
стика.

В первой главе получены точные выражения для электромагнитного по-
ля в пространстве - времени Керр-Тауб-НУТ. Найдены внешние аналитиче-
ские общерелятивистские выражения для электромагнитных полей медленно
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вращающейся намагниченной НЗ с ненулевым гравитомагнитным зарядом.
Предполагается, что звезда с дипольным магнитным полем является изо-
лированной и находится в вакууме, а также в качестве простейшей модели
рассмотрено монополярное магнитное поле звезды, направленное вдоль ради-
альной координаты. Приведены результаты по изучению с помощью уравне-
ния Гамильтона-Якоби движения заряженных частиц вокруг Керр-Тауб-НУТ
источника, расположенного во внешнем однородном магнитном поле .

Во второй главе рассмотрено электромагнитное поле медленно вращаю-
щейся КН, приведено точное вакуумное решение уравнений Максвелла в про-
странстве медленно вращающейся намагниченной КН. Детально исследовано
движение заряженных частиц и показана сильная зависимость движения ча-
стиц от форм параметра КН и магнитного поля. Получены выражения для
компонент дипольного магнитного поля гравастара, которое генерируется за
счет кругового электрического тока симметрично находящегося в экватори-
альной плоскости.

В третьей главе приведены результаты по изучению стационарных элек-
тромагнитных полей изолированной медленно вращающейся релятивистской
компактной звезды на бране в предположении, что магнитное поле вмороже-
но в звездной коре из-за высокой проводимости идеальной среды. Исследова-
ны бран эффекты, возникающие в звездном магнитном поле при выбранных
граничных условиях. Приведены точные решения для внутреннего магнит-
ного поля внутри звездного жесткого вещества с нереалистическим уравне-
нием состояния. Результаты проведенных численных расчетов, которые учи-
тывают эффект напряженности брана на структуру электромагнитного поля
вне вращающейся звезды и на конфигурации внутреннего магнитного поля в
звездной среде с постоянной плотностью. Получены точные значения для та-
ких физических параметров как эффективный потенциал и СКО для различ-
ных значений параметров, характеризующих вакуумное решение уравнений
поля в модели на бранах. Приведено точное выражение для нижней границы
внутренней стабильной круговой орбиты пробной частицы в окрестности ЧД
на бранах. Также приведена графическая зависимость СКО от бран пара-
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метра и траектории частиц вокруг ЧД на бранах.
В четвертой главе проведен анализ однородного уравнения Максвелла

и бессиловое условие в плазменной магнитосфере медленно вращающегося
компактного гравитационного объекта. Результаты исследований по эффекту
Блэндфорда-Знаека и процессу Пенроуза в метрике Керр-Тауб-НУТ.

В заключении приведены осовные результаты проведенного исследова-
ния. В приложениях приводятся уравнения Максвелла в различных акси-
ально - симметричных гравитационных полях.

Основные результаты работы.
Выведены точные выражения для электромагнитного поля вблизи Керр-

Тауб-НУТ пространства-времени. Представлены внешние аналитические об-
щерелятивистские выражения для электромагнитных полей медленно вра-
щающейся намагниченной НЗ с ненулевым гравитомагнитным зарядом. Изу-
чено движение заряженных частиц вокруг Керр-Тауб-НУТ источника, рас-
положенного во внешнем однородном и дипольном магнитном поле.

Приведено точное вакуумное решение уравнений Максвелла в простран-
стве медленно вращающейся намагниченной КН. Также исследовано движе-
ние заряженных частиц и показана сильная зависимость движения частиц от
форм параметра КН и магнитного поля.

Получены выражения для компонентов дипольного магнитного поля гра-
вастара, которое образуется за счет кругового тока симметрично находяще-
гося в экваториальной плоскости.

Изучены стационарные электромагнитные поля изолированной медленно
вращающейся релятивистской компактной звезды на бранах. Решены внут-
ренние уравнения Максвелла аналитически и найдены точные решения для
внутреннего магнитного поля внутри звездного жесткого вещества с нереа-
листическим уравнением состояния.

Проведены численные расчеты, которые учитывают эффект напряженно-
сти брана на структуру электромагнитного поля вне вращающейся звезды и
на конфигурации внутреннего магнитного поля в звездной среде с постоянной
плотностью.
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Были получены точные значения для таких физических параметров как
эффективный потенциал и радиус стабильной круговой орбиты для различ-
ных значений параметров, характеризующих вакуумное решение уравнений
поля в модели на бранах. Найдено оригинальное точное выражение для ниж-
ней границы внутренней стабильной круговой орбиты пробной частицы в
окрестности ЧД на бранах.

Приведены результаты исследований об извлечении энергии компактно-
го гравитационного объекта, в частности, с помощью эффекта Блэндфорда-
Знаека и процесса Пенроуза в пространстве Керр-Тауб-НУТ.

В данной диссертационной работе используется сигнатура пространства
- времени (−, +, +, +) и система единиц в которой G = 1 = c (Однако, в
выражениях с астрофизическими применениями скорость света пишется в
явном виде). Греческие индексы принимают значения от 0 до 3, а латинские
индексы от 1 до 3; ковариантные производные обозначаются точкой с запятой
и частные производные запятой.
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ГЛАВА 1. Электромагнитное поле и
движение частиц в окрестности
вращающихся компактных
гравитирующих объектов с
гравитомагнитным зарядом

1.1 Введение

Наличие сильных электромагнитных полей считается одной из наиболее
важных особенностей вращающихся НЗ, наблюдаемых как пульсары. Начи-
ная с пионерских работ Дойтча [57] было доказано, что электрическое поле
индуцируется за счет вращения сильно намагниченной звезды. Общереляти-
вистский эффект увлечения инерциальных систем является очень важным
в магнитосфере пульсара [58, 59] и считается источником дополнительно-
го электрического поля общерелятивистского происхождения (см., например
[60, 61, 62, 63])

Гинзбургом и Озерным [13] было впервые показано, что электрически ней-
тральные ЧД не могут иметь собственного магнитного поля. Однако, предпо-
ложив, что ЧД расположена во внешнем однородном магнитном поле, созда-
ваемом находящимся вблизи источником, таким как НЗ или магнитар, Уолд
[14] впервые получил точное решение вакуумных уравнений Максвелла для
асимптотически однородного магнитного поля. После этого свойства ЧД во
внешнем магнитном поле были подробно изучены разными авторами (см.,
например [15, 16, 17, 18], и [19]).

В этой главе исследуется электромагнитные поля в пространстве-времени
Керр-НУТ и во внешнем пространстве-времени медленно вращающейся на-
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магниченной НУТ звезды. Подход основан на предположении, что метрика
пространства-времени известна, т.е., исследование посвящено поиску анали-
тических решений уравнений Максвелла в заданном фоновом пространстве-
времени (оценка вклада энергии электромагнитного поля в полную энергию и
импульс может быть найдена, например, в [64]), пренебрегая влиянием элек-
тромагнитного поля на гравитационное поле.

Мы также исследовали движение пробных частиц вокруг Керр-НУТ ком-
пактного объекта, который находится (а) в однородном магнитном поле на-
правленном по оси симметрии и (б) в дипольном магнитном поле, создава-
емом круговым током. Мы используем уравнение Гамильтона-Якоби, чтобы
найти влияние как НУТ параметра, так и магнитного поля на эффектив-
ный потенциал радиального движения пробных заряженных частиц. Кро-
ме того, здесь полностью перенебрегаются патологии (наличие сингулярно-
стей вдоль оси или периодичности временной координаты, наличие реги-
онов пространства-времени, содержащих замкнутые времениподобные кри-
вые) метрики пространства-времени, в силу того, что НУТ параметр счита-
ется малым.

Глава имеет следующую схему: в параграфе 1.2 вычислены электрические
и магнитные поля, образующиеся в непосредственной близости от Керр-НУТ
компактного объекта, используя метод построения вакуумных решений урав-
нений Максвелла в аксиально-симметричном стационарном пространстве-времени,
предложенный Уолдом [14].

В параграфах 1.3 и 1.5 разделяя переменные в уравнении Гамильтона-
Якоби, получены выражения для эффективного потенциала радиального дви-
жения заряженных частиц вокруг Керр-НУТ компактного объекта в одно-
родном и дипольном магнитных полях. Эти результаты будут использова-
ны для получения основного уравнения, определяющего области стабильных
круговых орбит и связанные с ними энергии и угловые моменты.

В параграфе 1.6 рассмотрено стационарное решение уравнений Максвелла
в случае, когда магнитное поле звезды имеет монополярную конфигурацию,
что позволяет найти точное аналитическое решение. Параграф 1.7 посвя-
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щен анализу полученных решений для электрического и магнитного полей в
окрестности вращающихся компактных объектов с НУТ параметром.

1.2 Керр-НУТ компактный объект в однородном маг-

нитном поле

Рассмотрим электромагнитное поле компактного астрофизического объ-
екта в пространстве-времени Керр-НУТ, которое в сферической системе ко-
ординат (ct, r, θ, φ) описывается метрикой (см., например, [23, 65])

ds2 = − 1

Σ
(∆− a2 sin2 θ)dt2 +

2

Σ
[∆χ− a(Σ + aχ) sin2 θ]dtdϕ

+
1

Σ
[(Σ + aχ)2 sin2 θ − χ2∆]dϕ2 +

Σ

∆
dr2 + Σdθ2 , (1.1)

где параметры Σ, ∆ и χ определяются как

Σ = r2+(l+a cos θ)2 , ∆ = r2−2Mr−l2+a2 , χ = a sin2 θ−2l cos θ , (1.2)

l является гравитомагнитным монопольным моментом, a = J/M - собствен-
ный угловой момент метрического источника с общей массой M .

Используем факт существования в этом пространстве-времени времени-
подобного ξα

(t) и пространственноподобного ξα
(φ) векторов Киллинга, которые

отвечают за стационарность и осевую симметрию геометрии соответственно,
а также удовлетворяют уравнению Киллинга

ξα;β + ξβ;α = 0 . (1.3)

Следовательно, волновые уравнения (в вакуумном пространстве-времени) име-
ют вид

¤ξα = 0 , (1.4)

что дает право выбрать решение вакуумных уравнений Максвелла для век-
торного потенциала Aµ электромагнитного поля в калибровке Лоренца в про-
стой форме

Aα = C1ξ
α
(t) + C2ξ

α
(φ) . (1.5)
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Постоянная C2 = B/2, если гравитационный источник расположен в одно-
родном магнитном поле B, направленном параллельно к оси вращения. Ве-
личину постоянной C1 можно легко вычислить из асимптотических свойств
пространства-времени (1.1) на бесконечности (см Приложение А.).

В конечном итоге, 4-векторный потенциал Aα электромагнитного поля
принимает следующий вид

A0 = −B

Σ

{
∆

(
a− χ

2

)
+ a

[
1

2
(Σ + aχ)− a2

]
sin2 θ

}
= −BK

Σ
, (1.6)

A3 =
B

Σ

{
∆χ

(
a− χ

2

)
+ (Σ + aχ)

[
1

2
(Σ + aχ)− a2

]
sin2 θ

}
=

BL

Σ
. (1.7)

Рассмотрим изменение электростатической энергии заряженной частицы, ко-
торая уменьшается при приблежении к горизонту событий гравитационного
источника. Это изменение принимает следующий вид:

∆φ = eAµξµ(t)|hor − eAµξµ(t)|inf , (1.8)

На горизонте событий можно ввести новые вектора Киллинга [66, 67]:

ψµ|hor = ξµ(t) + Ω|horξµ(ϕ) ,

Ω|hor =
a

2Mr+
, r+ = M +

√
M 2 − a2 + l2 , (1.9)

так как времениподобный вектор Киллинга ξ становится пространственнопо-
добным внутри эргосферы, определяемой как g00 = 0.

Верхний предел электрического заряда, аккрецированного гравитацион-
ным источником:

Q = 2aMB − 2lMB (1.10)

кроме члена, получаемого за счет Фарадеевской индукции и связанного с
угловым моментом a (см. например, [14],[68]), содержит член, пропорцио-
нальный НУТ параметру l. Интересно отметить, что различные параметры
аккрецируют заряды противоположного знака.

Ортонормированные компоненты электромагнитного поля, измеренного
наблюдателем с нулевым угловым моментом (ННУМ), четыре-скорость ко-
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торого имеет форму:

(uα)
ZAMO

≡
(√

(Σ + aχ)2 sin2 θ − χ2∆

∆Σ sin2 θ
, 0, 0,− ∆χ− a (Σ + aχ) sin2 θ√

∆Σ
[
(Σ + aχ)2 sin2 θ − χ2∆

]
sin θ

)
;

(uα)
ZAMO

≡
(
−

√
∆Σ sin2 θ

(Σ + aχ)2 sin2 θ − χ2∆
, 0, 0, 0

)
(1.11)

даются следующими выражениями:

E r̂ = − 2rB sin θ

Σ2
√

(Σ + aχ)2 sin2 θ − χ2∆

{[
∆−

(
1− M

r

)
Σ− a2 sin2 θ

]

× (Σ + aχ)
(
a− χ

2

)
− Σ

2

[
χ∆− a(Σ + aχ) sin2 θ

]}
, (1.12)

E θ̂ =
B sin2 θ

Σ2
√

∆((Σ + aχ)2 sin2 θ − χ2∆)

×
[ {

∆(l + a cos θ) + 2a(Σ + aχ− 2a2) cos θ
}

Σ(Σ + aχ)

− {
Σ(Σ + aχ− 2a2)− 2K(l + a cos θ)

} χ∆

sin2 θ

]
, (1.13)

B r̂ =
B sin θ

Σ
√

(Σ + aχ)2 sin2 θ − χ2∆

[
χ∆(l + a cos θ)

−(Σ− aχ)(Σ + aχ− 2a2) cos θ − 2K

Σ
(Σ + aχ)(l + a cos θ)

]
, (1.14)

B θ̂ = − 2rB∆

Σ2
√

∆((Σ + aχ)2 sin2 θ − χ2∆)
×

{[
∆−

(
1− M

r

)
Σ

−a2 sin2 θ

] (
a− χ

2

)
χ− 1

2
Σ2 sin2 θ

}
, (1.15)

которые зависят от углового момента и НУТ параметра сложным образом.
С астрофизической точки зрения интересно знать предельные случаи вы-

ражений (1.12)–(1.15), например, в линейном и квадратичном приближении
O(a2, l2/r2), для того, чтобы дать физическую интерпретацию возможных
физических процессов вблизи медленно вращающихся релятивистских ком-
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пактных звезд, где уравнения принимают следующую форму:

E r̂ =
B

r

{
(2l + a cos θ) cos θ − M(12l cos θ + a(1 + 3 cos 2θ))

2r

}
, (1.16)

E θ̂ =
B sin θ

r

{
l

(
1 +

2 cos θ

sin2 θ

)
+ a(3 cos θ − 1)

}
, (1.17)

B r̂ = −B cos θ

{
1− 1

2r2

(
− 4(l2 − a2 + al cos θ)

−4l2 cot2 θ + a(2l + 3a cos θ) sin θ tan θ

)}
, (1.18)

B θ̂ = B sin θ

{
1− M

r
+

1

16r2 sin2 θ
(−a2 + 4l2 − 4M 2

−8al cos θ + 4(7l2 + M 2) cos 2θ + 8al cos 3θ + a2 cos 4θ)

}
. (1.19)

В пределе плоского пространства, то есть для случая M/r → 0, Ma/r2 →
0 и l2/r2 → 0, выражения (1.12)–(1.15) дают

lim
M/r,Ma/r2,l2/r2→0

B r̂ = −B cos θ , lim
M/r,Ma/r2,l2/r2→0

B θ̂ = B sin θ , (1.20)

lim
M/r,Ma/r2,l2/r2→0

E r̂ = lim
M/r,Ma/r2,l2/r2→0

E θ̂ = 0 . (1.21)

Как и следовало ожидать, выражения (1.20)–(1.21) совпадают с решениями
для однородного магнитного поля в Ньютоновском пространстве-времени.

Наконец показажем, что два-форма тензора электромагнитного поля при-
нимает упрощенный вид:

F =
B

Σ2 [2Kr − Σ(r −M)(2a− χ)] ω1 ∧ ω0 +
B(l + a cos θ) sin θ

Σ2∆1/2[
∆(Σ + 2a2 − aχ) + a2(Σ + aχ− 2a2) sin2 θ − 2aK

]
ω2 ∧ ω0

−Br∆1/2 sin θ

Σ
ω1 ∧ ω3 +

B cos θ

Σ2

[−aχ(Σ + aχ− 2a2) cos θ+

(l + a cos θ)[a(Σ + aχ− 2a2) sin2 θ + 2∆a−∆χ]
]
ω2 ∧ ω3 (1.22)

В ортонормальной плоскости типа (Картер [68]):

ω0 =

(
∆

Σ

)1/2

(dt− χdϕ) , ω1 =

(
Σ

∆

)
dr ,

ω2 = Σ1/2dθ , ω3 =
sin θ

Σ1/2

[
adt− (r2 + a2 + l2)dϕ

]
. (1.23)
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В предельном случае, когда НУТ параметр обращается в ноль l → 0, ком-
поненты тензора электромагнитного поля (1.22) совпадают с выражениями
(3.9) статьи [14]. В пределе плоского пространства-времени выражения для
компонент тензора электромагнитного поля, полученные из (1.22), имеют вид
Ньютоновского предела (1.20)–(1.21).

1.3 Движение заряженных частиц

Очень важно детально исследовать движение заряженных частиц вокруг
вращающегося компактного источника с НУТ параметром во внешнем маг-
нитном поле, с учетом 4 - вектора потенциала (1.6) и (1.7), с целью нахож-
дения астрофизических доказательств существования гравитомагнитного за-
ряда.

Уравнение Гамильтона-Якоби

gµν

(
∂S

∂xµ
+ eAµ

)(
∂S

∂xν
+ eAν

)
= m2 , (1.24)

для движения заряженных пробных частиц с массой m, и зарядом e, может
быть применено в качестве полезного вычислительного инструмента только
в случае, когда возможно разделение переменных.

В связи с тем, что пространство-время Керр-Тауб-НУТ допускает такое
разделение (см., например, [23]), мы будем изучать движение вокруг источ-
ника, описываемого метрикой (1.1), используя уравнения Гамильтона-Якоби,
когда действие S можно представить в виде:

S = −Et + Lϕ + Srθ(r, θ) , (1.25)

так как энергия E и угловой момент L пробной частицы являются констан-
тами движения в пространстве-времени (1.1). Это является обобщением под-
хода, разработанного в работе [15], на случай с ненулевым НУТ параметром.

Таким образом, уравнение Гамильтона-Якоби (1.24) с действием (1.25) за-
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ключает в себе уравнение для неразделяемой части действия:

∆

(
∂Srθ

∂r

)2

+

(
∂Srθ

∂θ

)2

− (Σ + aχ)2 sin2 θ − χ2∆

∆ sin2 θ

(
E +

eBK

Σ

)2

−2(∆χ− a(Σ + aχ) sin2 θ)

∆ sin2 θ

(
E +

eBK

Σ

)(
L+

eBL

Σ

)

+
∆− a2 sin2 θ

∆ sin2 θ

(
L+

eBL

Σ

)
−m2Σ = 0 . (1.26)

В общем случае разделение переменных в этом уравнении невозможно,
однако, разделение можно осуществить в случае движения в экваториаль-
ной плоскости θ = π/2, тогда уравнение для радиального движения примет
форму: (

dr

dσ

)2

= E2 − 1− 2V (E ,L, r, b, a, l) . (1.27)

Здесь σ - собственное время вдоль траектории частицы, E и L - энергия и
угловой момент на единицу массы m и

V (E ,L, r, b, a, l) =

−
(
E +

bK

MΣ

)
bK

MΣ
+

b2K2

2M 2Σ2 −
a2

Σ

(
1 +

a2

2Σ

)(
E +

bK

MΣ

)2

−2l2 + 2Mr − a2

2Σ
+

∆− Σ− a2

Σ2 a

(
E +

bK

MΣ

)(
L+

bL

MΣ

)

−∆− a2

2Σ2

(
L+

bL

MΣ

)2

(1.28)

можно рассматривать как эффективный потенциал радиального движения,
который зависит от дополнительного безразмерного параметра

b =
eBM

m
, (1.29)

отвечающего за относительное влияние однородного магнитного поля на дви-
жение заряженных частиц и достаточно влиятельного даже при малых значе-
ниях магнитного поля [15]. На рисунке 1.1 показана радиальная зависимость
эффективного потенциала (1.28) для различных значений НУТ параметра
l̃ = l/M . Из этой зависимости можно получить изменение радиального дви-
жения заряженных частиц в экваториальной плоскости в присутствии НУТ
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параметра. Как видно из рисунка, гравитомагнитный монопольный момент
изменяет форму эффективного потенциала, когда внешнее магнитное поле
не является сильным (рис. 1.1, а). В случае сильного внешнего магнитного
поля (рис. 1.1, б), влияние гравитомагнитного монопольного момента прене-
брежимо мало.

Рисунок 1.2 показывает радиальную зависимость эффективного потенциа-
ла (1.28) для различных значений b при фиксированном значении параметра
НУТ l̃ = 0.5. Движение заряженных частиц в присутствии такого рода эф-
фективного потенциала может быть объяснено следующим образом: в при-
сутствии внешнего магнитного поля, дополнительно к стабильной круговой
орбите, могут появиться нестабильные круговые орбиты в связи с появле-
нием максимума на графике эффективного потенциала из которого можно
найти качественный состав орбит частиц. Как видно из рисунка, потенциал
имеет отталкивающий характер. Это означает, что частицы, приходящие из
бесконечности и проходящие мимо источника, не будут захвачены: они будут
отражены и будут уходить на бесконечность. Для малых значений электро-
магнитного поля частицы могут двигаться как на связанных так и на несвя-
занных орбитах в зависимости от их энергии. С увеличением внешнего элек-
тромагнитного поля появляется интересная особенность: орбиты начинают
становиться только параболическими и гиперболическими, а не круговыми
или эллиптическими.

1.4 Нестабильные круговые орбиты

Особый интерес в теории аккреции пробных частиц вокруг вращающих-
ся компактных источников с НУТ параметром в магнитном поле связан с
изучением круговых орбит в экваториальной плоскости θ = π/2, когда вели-
чина dr/dσ равна нулю. Хорошо известно, что в присутствии НУТ параметра
траектории частиц лежат в конусе с cos θ = ±|2lE/L| (см. например [65]). В
случае, когда энергия и импульс частицы равны E = 0.9 и L = 4.3, соответ-
ственно, а НУТ параметр l̃ ≈ 0.5, мы получаем 90◦− 10◦ ≤ θ ≤ 90◦+10◦, что
позволяет пренебречь отклонением и рассматривать движение практически
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a)

б)

Рис. 1.1: Радиальная зависимость эффективного потенциала радиального движения за-
ряженной частицы вокруг источника Керр-Тауб-НУТ, расположенного в однородном маг-
нитном поле для различных значений НУТ параметра l̃ = l/M для двух значений маг-
нитного поля: a) b = 0.1 и б) b = 0.15.
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Рис. 1.2: Радиальная звисимость эффективного потенциала радиального движения заря-
женной частицы вокруг Керр-Тауб-НУТ источника, расположенного в однородном маг-
нитном поле для различных значений магнитного поля, когда НУТ параметр l̃ = 0.5

в экваториальной плоскости. Следовательно правая часть уравнения (1.28)
равна нулю:

E2 − 1− 2V (E ,L, r, b, a, l) = 0 (1.30)

А также первая производная по r:
∂V (E ,L, r, b, a, l)

∂r
= 0 . (1.31)

В работах [69] и [70] авторы провели численный анализ аналогичных урав-
нений (1.30) и (1.31), когда НУТ параметр равен нулю, для разных значений
интегралов движения, орбитального радиуса, параметра вращения a, а так-
же параметра магнитного поля. Задача о существовании стабильных орбит
в НУТ пространстве-времени [71] и о других свойствах движения частиц
обсуждалась в работе [72].

Радиус слабой стабильности, соответствующий энергии и моменту импуль-
са круговых орбит, может быть получен одновременным решением условия:

∂2V (E ,L, r, b, a, l)

∂r2 = 0 (1.32)
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и уравнения (1.30).
Из уравнений (1.30) и (1.31) можно найти энергию

E = −ab

M
+ γ ±

√
λ , (1.33)

и угловой момент

L = − b

2M
(l2 + a2) + η ± (4ab− 12rγ)

√
λ (1.34)

пробной частицы, где были использованы следующие обозначения:

γ =
2ab(r − β)

3r2 − l2 − 6βr
, β = r

6r − 4M

12r − 4M
, (1.35)

λ = [3r2 − l2 − 6βr]−1
[
5b2r3

4M 2 (r − 4β)− 2b2r2

M
(r − 3β)

+3r

(
1− 3b2l2

4M 2

)
(r − 2β) +2

(
l2 − a2

M
b2 − 2M

)
(r − β) + a2 − 2l2

]
(1.36)

и

η = 4abγ − 6rλ− 6rγ2 − 5b2r3

M 2 +
6b2r2

M

−6r

(
1− 3b2l2

4M 2

)
− 2

(
l2 − a2

M
b2 − 2M

)
. (1.37)

Подставляя (1.33) и (1.34) в уравнение (1.32) получим основное уравнение

(r3 − l2r + 2a2M)(γ ±
√

λ)2 + 2ab(2l2 − r2)(γ ±
√

λ)

+4aM(γ ±
√

λ)

×(η ± (4ab− 12rγ)
√

λ) + 2br2
( r

M
− 1

)
(η ± (4ab− 12rγ)

√
λ)

+
b2r5

4M 2 −
b2r4

2M
+

(
1− 3b2l2

4M 2

)
r3 +

(
l2 − a2

M
b2 − 2M

)
r2

+(a2 − 2l2)r + 2Ml2 − 4a2l2b2

M
= 0 , (1.38)

решение которого определяет радиус слабо-стабильных круговых орбит, как
функцию НУТ параметра l, углового момента a, а также параметра маг-
нитного поля b. В таблице 1.1 показаны результаты численных решений для
радиусов стабильной круговой орбиты частиц для различных значений НУТ

33



Таблица 1.1: Слабо-стабильные круговые орбиты вокруг невращаюшегося НУТ источника,
расположенного в однородном магнитном поле

l̃ 0 0.01 0.1 0.3 0.5

b = 0.1 3.66650 3.66460 3.66154 3.62072 3.53294
b = 0.2 2.83292 2.83288 2.82876 2.79448 2.72020
b = 0.3 2.55504 2.55500 2.55162 2.52360 2.46338
b = 0.4 2.41614 2.41610 2.41326 2.38984 2,33994
b = 0.5 2.33282 2.33280 2.33036 2.31032 2.26794

параметра и внешнего магнитного поля. С увеличением гравитомагнитного
монопольного момента радиус стабильной круговой орбиты перемещается к
компактному объекту, в то время как внешнее поле также притягивает орби-
ты к гравитационному источнику.

1.5 Движение заряженных частиц в поле токопроводя-

щей петли, расположенной вблизи Керр-НУТ ком-

пактного объекта

Рассмотрим движение пробной частицы в электромагнитном поле, создан-
ном тороидальным током ионизированной материи, вращающейся в аккреци-
онном диске [73] вокруг Керр-НУТ компактного объекта и будем использо-
вать внутренние решения [74]. Из полного мультипольного решения для маг-
нитного поля [74] ограничимся доминирующей (дипольной) частью, которая
определяется по формуле

Aα = −3

8
δϕ
α

µr2 sin2 θ

M 3

[
ln

(
1− 2M

R

)
+

2M

R

(
1 +

2M

R

)]
, (1.39)

где

µ = πR2
(

1− 2M

R

)1/2

I

является модулем дипольного момента, связанного с током I в петле, а R

радиус петли, который считается приблизительно равным 6M (из-за малости
значений l и a он не изменяется существенно) ( см. [74]).
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Используя уравнение Гамильтона-Якоби (1.24) и потенциал (1.39), мож-
но найти выражение для эффективного потенциала радиального движения
заряженных частиц в экваториальной плоскости (θ = π/2):

Veff = −a2

ζ

(
1

2
+

η

ζ

)
E2 − 2η − a2

2ζ
+

2aEη

ζ2

(
L − ε

M
r2

)

+
ζ − 2η

2ζ2

(
L − ε

M
r2

)2
, (1.40)

где мы использовали следующие обозначения:

ζ = r2 + l2, η = Mr + l2,

и
ε = −3

8

eµ

mM 2

[
ln

(
1− 2M

R

)
+

2M

R

(
1 +

2M

R

)]
.

В случае, когда параметр вращения a перенебрежимо мал, эффективный по-
тенциал принимает следующую форму:

Veff = −η

ζ
+

ζ − 2η

2ζ2

(
L − ε

M
r2

)2
, (1.41)

которая совпадает с эффективным потенциалом радиального движения в эк-
ваториальной плоскости в метрике Шварцшильда (см. например, [75]), если
подставить ζ = r2, η = Mr, и ε = 0 в уравнение (1.41).

На рисунке 1.3 показана радиальная зависимость эффективного потенциа-
ла, которая определяется выражением (1.40), для различных значений l̃. Как
и в случае однородного внешнего магнитного поля, описанного в предыдущем
разделе, в данном случае гравитомагнитный монопольный момент влияет на
эффективный потенциал, если магнитное поле слабо (Рис.1.3, а). Если маг-
нитное поле петли сильно, влияние гравитомагнитного монопольного момен-
та мало (Рис.1.3, б).

Рассмотрим теперь стабильные круговые орбиты заряженных частиц, как
это было сделано в параграфе 1.3 и повторим расчеты, сделанные в парагра-
фе 1.4, для данного случая. Используя выражение (1.41) в качестве эффек-
тивного потенциала, находим численные решения для радиусов стабильной
круговой орбиты заряженных частиц. Из результатов, показанных в таблице
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Таблица 1.2: Стабильные орбиты пробных частиц вокруг невращаюшегося источника с
гравитомагнитным монопольным моментом, расположенного во внешнем электромагнит-
ном поле токопроводящей петли (анти-Ларморовы орбиты)

l̃ 0 0.01 0.1 0.3 0.5

ε = 0.1 3.65296 3.65305 3.66106 3.72475 3.84692
ε = 0.2 3.09353 3.09360 3.10045 3.15506 3.26056
ε = 0.3 2.83420 2.83427 2.84064 2.89154 2.99030
ε = 0.5 2.57592 2.57598 2.58190 2.62931 2.72175
ε = 0.7 2.44347 2.44353 2.44922 2.49488 2.58422

Таблица 1.3: Стабильные орбиты пробных частиц вокруг невращаюшегося источника с
гравитомагнитным монопольным моментом, расположенного во внешнем электромагнит-
ном поле токопроводящей петли (Ларморовы орбиты)

l̃ 0 0.01 0.1 0.3 0.5

ε = 0.1 4.50043 4.50058 4.51456 4.62526 4.83569
ε = 0.2 4.36234 4.36248 4.37677 4.48985 4.70439
ε = 0.3 4.33040 4.33054 4.34495 4.45890 4.67491
ε = 0.5 4.31295 4.31310 4.32758 4.44206 4.65896
ε = 0.7 4.30800 4.30815 4.32265 4.43729 4.65445

1.2 и таблице 1.3 (для анти-Ларморовых и Ларморовых орбит соответствен-
но), можно заключить, что с увеличением гравитомагнитного монопольного
момента радиусы анти-Ларморовых и Ларморовых орбит перемещаются в
сторону петли, а с увеличением электрического тока (создающего диполь-
ное магнитное поле) стабильные круговые орбиты перемещаются в сторону
компактного объекта. Эти результаты могут быть полезны для определения
НУТ параметра из астрофизических наблюдений.
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a)

б)

Рис. 1.3: Радиальная зависимость эффективного потенциала радиального движения заря-
женной частицы вокруг Керр-Тауб-НУТ источника в присутствии токопроводящей петли
вокруг него для разных значений НУТ параметра l̃ = l/M для случаев, когда модуль
дипольного магнитного поля равен a) ε = 0.3 и б) ε = 0.7.
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1.6 Внешнее электромагнитное поле медленно враща-

ющейся звезды для магнитного поля со специальной

монополярной конфигурацией

В этом разделе рассмотрим стационарные решения уравнений Максвелла,
то есть решения, в которых предполагается, что магнитный момент звезды
не меняется во времени, как результат бесконечной проводимости внутренней
части звезды. Предполагается, что внешнее электрическое поле генерируется
магнитным полем, имеющим специальную монополярную конфигурацию. В
этом случае можно получить и изучить аналитическое решение с подробным
рассмотрением вкладов эффекта увлечения ИСО и ненулевого НУТ заряда
на величину внешнего электрического поля медленно вращающейся намаг-
ниченной НУТ звезды.

Основное приближение в специфическом виде на фоне метрики, которую
выбираем в виде метрики стационарной, осесимметричной системы, взятой
в первом порядке по угловому моменту a и гравитомагнитному монопольно-
му моменту l. "Метрика медленного вращения"для внешнего пространства-
времени вращающейся релятивистской звезды с ненулевым гравитомагнит-
ным зарядом имеет вид:

ds2 = −N 2dt2 + N−2dr2 + r2dθ2 + r2 sin2 θdϕ2

−2
[
ω(r)r2 sin2 θ + 2lN 2 cos θ

]
dtdϕ , (1.42)

то есть, метрика Шварцшильда и члены Лензе-Тирринга и Тауб-НУТ. Пара-
метр N ≡ (1− 2M/r)1/2 называется функцией длительности, ω(r) ≡ 2J/r3

– угловая скорость Лензе-Тирринга свободного падения ИСО.
Как действующую модель рассмотрим следующую конфигурацию магнит-

ного поля [76]
B r̂ = B r̂(r) 6= 0 , B θ̂ = 0 . (1.43)

Хотя эта форма магнитного поля не считается реалистичной, мы покажем,
что эта модель может быть использована для получения оценки влияния гра-
витационного поля НУТ заряда на внешнее электромагнитное поле звезды.
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В этом случае соответствующие уравнения Максвелла сводятся к
(
r2B r̂

)
,r

= 0 . (1.44)

Решением этого уравнения является

B r̂ =
µ

r2 , (1.45)

где µ константа интегрирования, ответственная за монополярный источник
магнитного поля.

Радиальное магнитное поле непрерывно на звездной поверхности и вполне
разумно предположить, что лишь θ компонента электрического поля сохра-
нится, поскольку она образуется за счет векторного произведения скорости и
магнитного поля внутри НЗ из-за бесконечной проводимости внутри звездной
материи. Согласно [64], внутреннее электрическое поле имеет вид

E θ̂
in = −e−Φvϕ̂B r̂

in , (1.46)

где vϕ̂ – скорость звездной материи, которая равна Ωr sin θ для ньютоновской
равномерно вращающейся звезды с угловой скоростью Ω, g00 = −e2Φ.

Тогда электрическое поле, создаваемое монополярным магнитным полем,
определяется с помощью следующего уравнения Максвелла

(
rNE θ̂

)
,r
− µsin θ (ω),r −

2µl cos θ

sin θ

(
N 2

r2

)

,r

= 0 . (1.47)

Аналитическое решение

E θ̂ =
ω − Ω

cN

µ

r
sin θ +

2lN cos θ

r sin θ

µ

r2 (1.48)

уравнения (1.47) ответственно за электрическое поле НУТ звезды с монопо-
лярным магнитным полем (3.10). Постоянная интегрирования − (Ωµ/c) sin θ

была найдена из сшивки внешнего решения (C3/rN) с внутренним реше-
нием (1.46) в ньютоновском случае, принимая во внимание тот факт, что
тангенциальные компоненты электрического поля и радиальная составляю-
щая магнитного поля непрерывны при переходе через поверхность звезды.
Векторный потенциал полей (3.10) и (1.48) определяется как

Aα ≡
(

0, 0, 0,−µ cos θ

)
. (1.49)
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Рис. 1.4: Радиальная зависимость отношения напряженности электрического поля к на-
пряженности последнего при l = 0 для различных значений НУТ параметра. Значения
НУТ параметра l даны в единицах см.

На рисунке 1.4 показана радиальная зависимость нормированного значе-
ния электрического поля при l = 0 для разных значений НУТ параметра. В
ходе этого анализа используются типичные параметры для НЗ: радиус звез-
ды R = 106 см, M = 2×105 см, Ω = 2π/(0.1c), ω = 4MR2Ω/(5r3), магнитное
поле на звездной поверхности – 1012 Гс. В связи с тем, что в правой части
выражения (1.48) первый и второй члены имеют различные знаки, нормиро-
ванные значения меньше единицы. Полученные результаты свидетельствуют
о сильной зависимости электрического поля от НУТ параметра.

1.7 Заключение

Выведенные точные выражения (1.12)–(1.15) для электромагнитного поля
вблизи Керр-Тауб-НУТ пространства-времени свидетельствуют о том, что
электромагнитное поле сильно зависит от гравитомагнитного заряда, причем
индуцированное электрическое поле (1.12), (1.13) зависит от НУТ параметра
l линейно, а магнитное поле (1.14), (1.15) зависит от l квадратично.

Получены внешние аналитические общерелятивистские выражения для
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электромагнитных полей медленно вращающейся намагниченной НЗ с нену-
левым гравитомагнитным зарядом l. Звезда является изолированной и нахо-
дится в вакууме, а также в качестве примера получено монополярное маг-
нитное поле направленное вдоль радиальной координаты.

Показано, что общерелятивистские поправки, получаемые в результате
увлечения ИСО и наличия гравитомагнитного заряда, не присутствуют в
выражении для магнитного поля аналогично случаю с дипольным полем
[13, 77], а возникают только в выражении для электрического поля. В част-
ности, показано, что увлечение ИСО и гравитомагнитный заряд возбуждают
дополнительные индуцированные электрические поля, которые аналогичны
случаю вращения звезд в пределе плоского пространства-времени [62].

Изучено движение заряженных частиц вокруг источника Керр-Тауб-НУТ ,
расположенного (а) во внешнем однородном и (б) дипольном магнитном поле,
с помощью уравнения Гамильтона-Якоби. Показано, что в присутствии НУТ
параметра и магнитного поля форма эффективного потенциала изменяется.
Однако изменение, вызванные внешним электромагнитным полем, является
доминирующим. Исследование устойчивости движения заряженных частиц
показывает, что внешнее магнитное поле сдвигает орбиты пробных частиц
к источнику в обоих случаях, в то время как НУТ параметр сдвигает их к
источнику в случае однородного магнитного поля и в обратном направлении
в случае присутствия токопроводящей петли вокруг компактного объекта.
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ГЛАВА 2. Движение частиц и
электромагнитные поля в
пространстве-времени компактных
объектов с экзотическими уравнениями
состояния

2.1 Введение

Задача об электромагнитном поле сильно намагниченной вращающейся
НЗ, такой как пульсар или магнитар, имеет большое значение для физики КН
и для изучения движения частиц вокруг нее, особенно вокруг ее горловины.
В работе [29] автор детально рассмотрел решение вращающейся КН и по сути
описал эргорегион, который окружает горловину на экваторе КН.

Движение частиц вокруг КН и возможность увлечения частиц, движу-
щихся в направлении ее окрестности, являются предметом физической ре-
альности. Для того, чтобы сделать Лоренцеву КН проходимой и стабильной,
используются экзотические уравнения состояния вещества, которые наруша-
ют известные энергетические условия в связи с наличием геометрических
структур [30, 31, 78]. Разные модели для таких КН были недавно изучены в
работах [79, 80, 81, 82, 83, 84].

За счет вращения намагниченной звезды в вакууме индуцируется электри-
ческое поле [57]. В ОТО генерируется дополнительное электрическое поле
(см., например, [60, 61, 62, 63]) за счет увлечения ИСО, которое становится
очень важным в магнитосфере пульсаров [58, 59]. В рамках ОТО медленно
вращающиеся КН были предметом изучения, в частности, в контексте тен-
зора энергии-импульса [85], скалярного поля [86, 87] и электромагнитного
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поля [88]. Точные решения КН с классическим, минимально связанным, без-
массовым скалярным полем и электрическим зарядом обсуждаются в работе
[89], где показано, что электрический заряд изменяет гравитационное поле в
окрестности КН, но это изменение геометрии пространства-времени несуще-
ственно.

Наличие сильного электромагнитного поля является одной из наиболее
важных особенностей вращающихся компактных звезд, наблюдаемых как
пульсары и магнитары с поверхностным магнитным полем превышающем
1014 Гс [90]. С другой стороны, понятие компактных астрофизических объек-
тов было одним из центральных вопросов, рассматриваемых в ОТО в рамках
теории астрофизических процессов и структур. Поиск решений уравнений
Эйнштейна с разными вкладами в физический источник гравитационного
поля был одним из средств на пути к достижению понимания картины миро-
здания. Среди решений, найденных на сегодняшний день, решение для ЧД с
интригующими свойствами и характеристиками является, безусловно, одним
из самых интересных.

В этой главе рассмотрим движение заряженных пробных частиц в грави-
тационном и электромагнитном полях медленно вращающейся КН с магнит-
ным дипольным моментом, используя уравнение Гамильтона-Якоби, чтобы
найти влияние обеих полей на эффективный потенциал радиального движе-
ния пробных частиц. В параграфе 2.2 вычислим потенциал электромагнит-
ного поля в окрестности аксиально-симметричной медленно вращающейся
намагниченной КН.

Далее, в параграфе 2.3 рассмотрим разделение переменных в уравнении
Гамильтона-Якоби и получим выражение для эффективного потенциала дви-
жения заряженных частиц вокруг медленно вращающейся КН с дипольным
электромагнитным полем. Также найдена зависимость стабильных круговых
орбит заряженных частиц от магнитного момента КН и приведены результа-
ты в виде таблицы. В параграфе 2.5 изучена дипольная конфигурация маг-
нитного поля и представлены решения уравнений Максвелла во внутреннем
пространстве медленно вращающегося гравастара. Оболочка гравастара, ко-
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торая порождает магнитное поле, моделируется как сфера, состоящая из иде-
альной высоконамагниченной жидкости с бесконечной проводимостью. Ди-
польное магнитное поле гравастара создается за счет кругового симметрич-
ного тока, находящегося на радиусе a в экваториальной плоскости.

И наконец, в параграфе 2.6, приведены выводы. Данное исследование
движения заряженных частиц в потенциале электромагнитного поля вокруг
медленно вращающейся намагниченной КН и гравастара проводится с це-
лью поиска астрофизических доказательств существования таких объектов
и изучения их возможных отличий от других объектов, таких как, ЧД.

2.2 Потенциал электромагнитного поля вокруг КН
Можно пренебречь квадратичными членами угловой скорости (ω) сво-

бодного падения ИСО в приближении медленного вращения КН. Таким об-
разом, метрика, которая описывает пространство-время вокруг аксиально-
симметричной медленно вращающейся КН, может быть записана в следую-
щем виде [91, 92]:

ds2 = −e2φ(r) · dt2 +

[
1− b(r)

r

]−1

dr2 + r2 (
dθ2 + sin2 θdϕ2)

−2ω(r)r2 sin2 θdϕdt. (2.1)

Здесь r – радиальная координата, φ(r) – так называемая функция красного
смещения, b(r) – функция формы, ω(r) = 2J/r3 – угловая скорость Лензе-
Тирринга, где J - полный угловой момент гравитирующего объекта. Горлови-
на КН соответствует минимуму r = r0 = b(r0), причем ∂b/∂r|ro

≤ 1. Наличие
горизонта соответствует φ → −∞ или eφ → 0, так что φ конечна везде.

Сделаем несколько предположений, которые будут использованы в даль-
нейшем. Во-первых, предположим, что вне КН нет никакого вещества, откуда
следует, что проводимость σ = 0 для внешней метрики. Также предположим,
что магнитный момент КН не меняется во времени из-за очень высокой про-
водимости вещества КН, где создается магнитное поле. Однако, компоненты
электромагнитного поля будут меняться периодически из-за угла наклона χ

между направлениями магнитного диполя µ и осью вращения.
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В присутствии магнитного дипольного момента КН точные внешние ре-
шения уравнений Максвелла имеют следующий вид:

E r̂ = −µΩr2
0e
−φ

r4

√
1− b(r)

r

[
cos χ

(
3 cos2 θ − 1 +

8M

5r
sin θ

)

+ sin χ cos λ

(
3

2
sin 2θ − 8M

5r
cos θ

)]
, (2.2)

E θ̂ =
2µΩr2

0e
−φ

r4

[
cos χ cos θ

(
sin θ +

4M

5r

)

+ sin χ cos λ

(
cos 2θ +

4M

5r
sin θ

)]
, (2.3)

Eϕ̂ = −µΩe−φ

r2

(
r2
0

r2 + 2 csc θ

)
sin χ sin λ cos θ , (2.4)

B r̂ =
2µ

r3 (sin χ cos λ + cos χ cot θ) , (2.5)

B θ̂ =
2µ

r3

√
1− b(r)

r
(sin χ cot θ cos λ− cos χ) , (2.6)

Bϕ̂ =
2µ

r3 sin χ sin λ cot θ , (2.7)

гдеˆ(hat) отвечает за ортонормированные компоненты электрического и маг-
нитного полей,

Eα = Fαβu
β, Bα = −1

2
ηαβγρFβγuρ ,

измеренные наблюдателем с нулевым угловым моментом (ННУМ), 4-скорость
которого имеет следующей вид:

uα = e−φ(1, 0, 0, ω), uα = eφ(1, 0, 0, 0),

где µ – магнитный момент КН, Ω – угловая скорость, M - общая масса (см.,
например, [91]) и λ(t) = ϕ− Ωt - мгновенная азимутальная позиция.

Четыре-потенциал электромагнитного оля для этих решений состоит толь-
ко из двух ненулевых компонент:

A0 =
µΩr2

0

3r3

[
cos χ

(
3 cos2 θ − 1

)
+ 3 sin χ cos λ sin θ cos θ

]
, (2.8)

A3 =
2µ

r
(cos χ sin θ − sin χ cos θ cos λ) . (2.9)
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2.3 Движение заряженных частиц вокруг медленно вра-

щающейся намагниченной кротовой норы

Ранее, в работе [91] решение уравнений Эйнштейна для КН сравнены с
решением Райснер-Нордстрем для компактных объектов с верхним пределом
для магнитного заряда, при этом метрические компоненты КН (2.1) были
записаны в виде:

exp φ =
(
1− rh

r

)1+δ

, (2.10)

и
b(r) = rh

[
1 +

(
1− rh

r

)1−δ
]

. (2.11)

Значение δ в выражениях (2.10) и (2.11) может быть найдено из трансцен-
дентного уравнения b(r0) = r0:

δ =
ln

(
rh

r0

)

ln
(
1− rh

r0

) . (2.12)

Ранее, в работе [23] было показано, что для метрик, описывающих осесим-
метричное пространство-время, переменные в уравнении Гамильтона-Якоби
могут быть разделены в том случае, если действие S записывается виде (1.25).

С помощью выражений (2.8) и (2.11) уравнение (1.24) может быть записано
в следующей форме:

({
E − eµΩr2

0

3r3

[
cos χ

(
3 cos2 θ − 1

)
+

3

2
sin χ cos λ sin 2θ

]}2

+
8Mr2

0ΩE
5r3

)

×
(
1− rh

r

)−2(1+δ)
+

{
1− rh

r

[
1 +

(
1− rh

r

)1−δ
]}(

∂Srθ

∂r

)2

+
1

r2

(
∂Srθ

∂θ

)2

+
1

r2 sin2 θ

[
L+ e

2µ

r
(cos χ sin θ − sin χ cos θ cos λ)

]2

= m2. (2.13)

В этом уравнении разделить переменные можно при движении частиц в эква-
ториальной плоскости θ = π/2. Тогда уравнение для радиального движения
принимает форму

(
dr

dσ

)2

= E2 − V 2
eff (r, µ, Ω, χ, r0, rh, δ, E ,L) , (2.14)
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где величину

V 2
eff =

[
1− rh

r
− rh

r

(
1− rh

r

)1−δ
] [

1

r2

(
L+

2eµ cos χ

r

)2

− 1

−
(
1− rh

r

)−2(1+δ)
{
E2 +

r2
0ΩE
15r4

[
(5r + 24M)2eµ cos χ− 8MrL]}]

(2.15)

можно рассматривать как эффективный потенциал радиального движения
пробной заряженной частицы, где σ - собственное время вдоль траектории
частицы и некоторые величины измеряются в единицах массы пробной ча-
стицы, а именно: E → E/m, L → L/m, и µ → µ/m.

На рисунке 2.1 показана радиальная зависимость эффективного потенци-
ала радиального движения заряженной пробной частицы в экваториальной
плоскости медленно вращающейся намагниченной КН при различных зна-
чениях параметра δ (а) и магнитного дипольного момента µ (б). Из этой
зависимости можно получить качественную картину радиального движения
заряженных частиц в экваториальной плоскости КН. Как видно из рисун-
ка 2.1 параметр δ изменяет форму эффективного потенциала только вблизи
объекта. На больших расстояний от центрального объекта влияние параметра
оказывается незначительным, а это значит, что отличить КН от ЧД (или ком-
пактного объекта с неэкзотическими уравнениями состояния) можно только
вблизи этих объектов.

Движение заряженных частиц в присутствии такого рода эффективного
потенциала может быть объяснено следующим образом: с увеличением вели-
чины магнитного дипольного момента КН круговые орбиты становятся более
нестабильными и вероятность ухода частицы в бесконечность растет. С помо-
щью этого потенциала можно провести качественный анализ орбит частиц.
Как видно из рисунка 2.1, потенциал имеет отталкивающий характер. Это
означает, что частицы, приходящие из бесконечности и проходящие мимо ис-
точника, не захватываются: они будут отражены и будут уходить снова в
бесконечность, как это было в случае ЧД. Для слабого электромагнитного
поля КН частицы могут оказаться захваченными на связанных орбитах в за-
висимости от их энергии. С увеличением магнитного дипольного момента µ
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наблюдается следующий эффект: орбиты становятся только параболически-
ми или гиперболическими, а не круговыми или эллиптическими.

Из уравнения (2.13) можно легко получить уравнения, описывающие дви-
жение пробных частиц, что сделано ниже.

Траектория заряженной частицы вокруг медленно вращающейся намаг-
ниченной КН может быть описана с помощью следующего уравнения:

(
dr

dϕ

)2

=
rhr

2
{

1 +
(
1− rh

r

)1−δ
}
− r2

(
1− rh

r

)2(1+δ)
{
L+ 2eµ

r − r2(E + eµΩr2
0

3r3 )(1− rh

r )−2(1+δ)ω(r)
}2

×
[(
L − r +

2eµ

r

)(
L+ r +

2eµ

r

) (
1− rh

r

)2(1+δ)

−r2
(
E +

eµΩr2
0

3r3

)(
eµΩr2

0

3r3 +
4eµ

r
ω(r) + E + 2Lω(r)

)]
. (2.16)

Интегрировать уравнение (2.16) в общем виде почти невозможно. Одна-
ко можно получить форму траектории пробной частицы с помощью неко-
торых предположений и численного интегрирования. Рисунок 2.2 иллюстри-
рует форму траектории заряженной частицы, начинающей свое движение с
достаточно далекого расстояния в направлении медленно вращающегося цен-
трального объекта при различных значениях малого параметра δ и с нуле-
вым угловым импульсом частицы в бесконечности. Из представленного ри-
сунка 2.2 видно, что увеличение параметра δ делает гравитационное поле
центрального объекта более значительным, оно сильнее притягивает пробные
частицы, которые при этом располагаются ближе к центральному объекту.

Радиальное движение заряженной частицы вокруг медленно вращающей-
ся намагниченной КН может быть описано с помощью следующего уравне-
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a)

б)

Рис. 2.1: Радиальная зависимость эффективного потенциала радиального движения заря-
женных частиц вблизи намагниченной КН а) для различных значений параметра δ и б)
для различных значений магнитного дипольного момента µ.
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Рис. 2.2: Форма траектории заряженных частиц вокруг намагниченной КН для различных
значений параметра δ.

ния, полученного из (2.13):

(
dr

dt

)2

=
rh

{
1 +

(
1− rh

r

)1−δ
}
− 1

(
1− rh

r

)−2(1+δ)
{

r
(

eµΩr2
0

3r3 + 2eµ
r ω(r)

)
+ r [E + Lω(r)]

}2

×
[(
L − r +

2eµ

r

)(
L+ r +

2eµ

r

)(
1− rh

r

)2(1+δ)

−r2
(
E +

eµΩr2
0

3r3

)(
eµΩr2

0

3r3 +
4eµ

r
ω(r) + E + 2Lω(r)

)]
. (2.17)

В работе [93] из решения радиального уравнения движения частиц в сфе-
рически - симметричном пространстве - времени намагниченной КН было
показано, что частицы могут осуществлять радиальные гармонические коле-
бания. Здесь, из уравнения (2.17), видно, что в случае намагниченной мед-
ленно вращающейся КН заряженные частицы совершают ангармонические
радиальные колебания. Периоды этих колебаний представлены в таблице 2.1.
для разных значений магнитного параметра и параметра δ.
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Таблица 2.1: Периоды радиальных колебаний заряженной частицы вокруг медленно вра-
щающейся намагниченной КН в зависимости от µ и δ.

δ 0.001 0.01 0.02 0.05 0.1

µ = 4 4.02782 4.07698 4.11094 4.21451 4.39281
µ = 6 4.41272 4.46564 4.52357 4.69716 4.9919
µ = 12 4.93646 4.99437 5.05869 5.25325 5.58609
µ = 20 5.22254 5.28301 5.35083 5.55727 5.91227

Исследуем теперь периоды круговых орбит движения заряженных частиц
вокруг медленно вращающейся намагниченной КН (стабильность круговой
орбиты будет обсуждаться в следующем подразделе) с помощью следующего
уравнения, полученного из (2.13):

(
dϕ

dt

)2

=

{
(L+ 2eµ

r )(1− rh

r )2(1+δ) − r2(E + eµΩr2
0

3r3 )ω(r)
}2

r4
{(

eµΩr2
0

3r3 + E
)

+
[2eµ

r + L]
ω(r)

}2 . (2.18)

На рисунке 2.3 показана зависимость периодов кругового движения частиц
от магнитного дипольного момента КН для различных значений малого па-
раметра δ. Графики подтверждают утверждение, что увеличение параметра
δ притягивает частицы ближе к центральному объекту.

2.4 Стабильные круговые орбиты заряженных частиц

Особый интерес для теории аккреции пробной частицы вокруг медленно
вращающейся КН с дипольным электромагнитным полем связан с изучением
круговой орбиты в экваториальной плоскости θ = π/2, когда производная
dr/dσ равна нулю. При этом правая сторона уравнения (2.14) обращается в
нуль:

E2 − V 2
eff (r, µ, Ω, χ, r0, rh, δ, E ,L) = 0 , (2.19)

вместе со своей первой производной по r

∂Veff

∂r
= 0 . (2.20)
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Рис. 2.3: Зависимость периода движения заряженных частиц вокруг КН от магнитного
дипольного момента центрального объекта для различных значений параметра δ.

Радиус ближайшей стабильной круговой орбиты, соответствующей связанной
энергии и момента импульса могут быть получены с использованием условия:

∂2Veff

∂r2 = 0 . (2.21)

Из уравнений (2.19) и (2.20) можно найти выражение для энергии

E = eγC0(1− t̃)3 ±
([

eγC0(1− t̃)3 + ωrhκ(1± α)
]2

−γ
[
1− (1− t̃)2κ2(1± α)2

])1/2
+ ωrhκ (1± α) (2.22)

и выражение для момента

L = −eC3(1− t̃) + rhκ (1± α) (2.23)

заряженной пробной частицы. Здесь использованы следующие обозначения:

t̃ =
rh

r0
, α =

(
1− βrh

κC3

)1/2

, κ =
C3 ln t̃

1 + ln t̃− 3t̃− 6t̃ ln t̃
,
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β =
(1 + 2 ln t̃)t̃− 1− ln t̃

ln t̃
, C3 =

2eµ cos χ

rh
,

и
γ−1 = 4t̃2δ ln t̃ .

Теперь, подставляя (2.22) и (2.23) в уравнение (2.21), можно получить основ-
ное уравнение

Lr3
[
− 4C3λ + L(r − 7λ)

r

rh

]
+ r

[
2C1

rh
λ2 +

r5

rh
(3λ− r)− 4δEλ2

× (Er3 − 2ηL) ]
− 2λ

[
2C3

{
4δEηλ2 + L(r − 4λ)

r3

rh

}
− C2

3λr2

+
r

rh

{
C1

13λ− 5r

rh
λ− r6 + L26λ− 3r

rh
r3 + 2δEλ

[E(5r − 7λ)r3

+2ηL(13λ− 5r)
]}]

ln
λ

r
+ 4δEλ2rh

[
2C3ηλ

4λ− 3r

r2
h

+3r

(
Er32λ− r

r2
h

+ C0ς + 2ηLς

)]
ln2 λ

r
= 0 , (2.24)

где мы использовали следующие обозначения:

r − rh = λ , η = 4Mr2
0Ω/5 , C0 = −eµΩr2

0 cos χ/3r3
h

ς = 7r2
h − 8rhr + 2r2 and C1 = 2C0δEr4

h.

Численное решение уравнения (2.24) определяет радиус минимальной ста-
бильной круговой орбиты (СКО) для медленно вращающейся КН с магнит-
ным дипольным моментом, как функцию от параметра δ, угловой скорости
Ω, а также магнитного дипольного момента источника µ. В таблице 2.2 при-
ведено численное решение для радиусов стабильной круговой орбиты заря-
женных пробных частиц для различных значений параметра δ и магнитного
дипольного момента µ КН. С увеличением δ радиусы СКО перемещаются в
сторону наблюдателя на бесконечности, в то время как наличие магнитного
дипольного момента и его возможное увеличение смещает орбиты в сторону
гравитационного источника.

53



Таблица 2.2: Стабильные орбиты пробных частиц вблизи медленно вращающейся намаг-
ниченной КН в зависимости от параметров µ и δ.

δ 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05

µ = 0.3 7.81538 9.31114 10.3082 11.0739 11.7021
µ = 0.7 6.31054 7.52564 8.34287 8.97572 9.49905
µ = 2 4.86001 5.79180 6.41939 6.90621 7.30947
µ = 5 3.90299 4.64910 5.15093 5.53995 5.86208
µ = 13 3.18162 3.79127 4.19940 4.51495 4.77577
µ = 21 2.93889 3.50249 3.87818 4.16793 4.40702

2.5 Электромагнитное поле медленно вращающегося на-

магниченного гравастара
Найдем внутреннее электромагнитное поле внутри оболочки гравастара,

создаваемое идеальной высоконамагниченной жидкостью с бесконечной про-
водимостью. Предполагается, что дипольное магнитное поле гравастара со-
здается за счет кругового симметричного тока, находящегося на радиусе a в
экваториальной плоскости.

Метрика, описывающая пространство-время сферически-симметричного
медленно вращающегося гравастара, может быть записана в следующем виде
(см., например, [37, 38, 94]):

ds2 = −A2(r)dt2 +A−2(r)dr2 + r2dθ2 + r2 sin2 θdϕ2− 2ω(r)r2 sin2 θdϕdt (2.25)

где r - радиальная координата, ω(r) - угловая скорость увлечения ИСО вокруг
медленно вращающегося гравастара, и здесь

A2(r) =





1− 2M
r , r > ra(τ),

1− r2

R2 , r < ra(τ).

где r = ra(τ) – времениподобная гиперповерхность, на которой находится бес-
конечно тонкая оболочка, а τ обозначает собственное время тонкой оболочки
и постоянная R =

√
r3
a/2M .

Круговой ток I и пространственный заряд q симметрично расположены в
экваториальной плоскости медленно вращающегося гравастара, компоненты
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плотности тока равны (см. [17]):

J t̂ =
qA

2πr2
a

δ(r − ra)δ(cos θ) , (2.26)

J r̂ = J θ̂ = 0 , (2.27)

J ϕ̂ =
Ir sin θ

2πr2
a

δ(r − ra)δ(cos θ) , (2.28)

Гравастар медленно вращается с 4-скоростью:

wα ≡ 1

A
(1, 0, 0, Ω) , wα ≡ A

(
−1, 0, 0,

ω̄r2sin2θ

A2

)
, (2.29)

где ω̄ = Ω− ω, Ω – угловая скорость вращения гравастара.
Перейдем к поиску внутреннего решения уравнений Максвелла в пространстве-

времени (2.25), учитывая условие, что магнитное поле звезды дипольное, в
виде:

B r̂(r, θ) = F (r) cos θ , (2.30)

B θ̂(r, θ) = G(r) sin θ , (2.31)

Bφ̂(r, θ) = 0 , (2.32)

где функции F (r) и G(r) можно рассматривать как релятивистские поправки
за счет искривления пространства ( [62]).

Уравнения Максвелла с анзацами (2.30)–(2.32), можно привести к следу-
ющему набору уравнений

(
r2F

)
,r

+ 2rG/A = 0 , (2.33)

(rAG),r + F = 0 . (2.34)

Заметим первый важный результат в системе уравнений (2.33)–(2.34). В слу-
чае стационарных электромагнитных полей релятивистский эффект увлече-
ния ИСО и гравитомагнитный заряд не вводят поправку к радиальным соб-
ственным функциям магнитного поля. Иными словами, в случае бесконечной
проводимости исследование уравнений Максвелла в медленно вращающейся
метрике не дает никакой дополнительной информации по сравнению с невра-
щающейся метрикой. Поэтому зависимость от угловой скорости увлечения
ИСО появится в O(ω2).
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Стационарное вакуумное внешнее магнитное поле намагниченной реляти-
вистской звезды хорошо известно и имеет следующий вид [13]

B r̂
ex(r, θ) = − 3µ

4M 3

[
ln N 2 +

2M

r

(
1 +

M

r

)]
cos θ , (2.35)

B θ̂
ex(r, θ) =

3µN

4M 2r

[
r

M
ln N 2 +

1

N 2 + 1

]
sin θ , (2.36)

где µ = πr2
a (1− 2M/ra)

1/2 I и N = (1− 2M/r)1/2 - функция длительности.
Внутреннее решение для магнитного поля имеет вид

B r̂(r, θ) = − 3µr3
a

4r3M 3

[
ln N 2

a +
2M

ra

(
1 +

M

ra

)] r
R − arctanh r

R
ra

R − arctanh ra

R

cos θ , (2.37)

B θ̂(r, θ) =
3µr2

aLNa

4r3LaM 2

[
ra

M
ln N 2

a +
1

3N 2
a

− 2N 2
a

3
+

7

3

]

×
r

RL2 − arctanh r
R

ra

RL2
a
− arctanh ra

R

sin θ, (2.38)

где L =
(
1− r2/R2

)1/2 и подстрочный знак a указывает на значения, изме-
ряемые при r = ra. Значение постоянной интегрирования определяется из
условия непрерывности радиального магнитного поля при прохождении че-
рез поверхность гравастара, то есть из условия, что [B r̂

a]in = [B r̂
a]ext, гранич-

ные условия для тангенциального магнитного поля [B θ̂
a]ext− [B θ̂

a]in = 4πiϕ̂a , где
i - плотность поверхностного тока при r = a. Радиальная зависимость маг-
нитного поля гравастара (2.35)–(2.38) показана на рис. 2.4. Из рисунка видно,
что внутреннее магнитное поле внутри оболочки увеличивается до границы
ra (здесь ra/M = 2.1), которая обозначена вертикальной пунктирной лини-
ей. Азимутальная составляющая магнитного поля претерпевает разрыв на
границе гравастара. Внешнее магнитное поле гравастара убывает как 1/r3.

Внутреннее электрическое поле

E r̂(r, θ) =
ω̄r sin θ

cL
B θ̂(r, θ) , (2.39)

E θ̂(r, θ) = −ω̄r sin θ

cL
B r̂(r, θ). (2.40)

можно найти из условия бесконечной проводимости σ в законе Ома для тока
проводимости jα̂, используя выражения для скорости вращения vϕ̂ и магнит-
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ного поля (2.37), (2.38):

j r̂ = σ
[
E r̂ + A−1

(
vθ̂Bϕ̂ − vϕ̂B θ̂

)]
, (2.41)

j θ̂ = σ
[
E θ̂ + A−1 (

vϕ̂B r̂ − vr̂Bϕ̂
)]

, (2.42)

jϕ̂ = σ
[
Eϕ̂ + A−1

(
vr̂B θ̂ − vθ̂B r̂

)]
. (2.43)

Внешнее электрическое поле медленно вращающегося гравастара совпа-
дает с электрическим полем вращающейся НЗ и уравнениями (124)–(126) в
статье [62].

2.6 Выводы
В данной главе исследована электромагнитное поле медленно вращающей-

ся КН, т.е., пренебрегая квадратичным членом и членами высшего порядка по
угловой скорости, нами впервые найдено точное вакуумное решение уравне-
ний Максвелла в пространстве-времени медленно вращающейся намагничен-
ной КН. В работе [87] было показано, что электрический заряд КН может
существовать, и существование электрического заряда не сильно изменяет
структуру пространства-времени вокруг КН. Это дает нам право рассматри-
вать наличие магнитного дипольного момента КН, генерированного за счет
возможного движения электрического заряда.

Физические процессы и эффекты вокруг ЧД и КН в различных моделях
отличаются такими свойствами, как отсутствие события горизонта у КН, про-
хождение электромагнитного излучения и частиц сквозь КН, появление эф-
фекта синего смещения в дополнение к эффекту гравитационного красного
смещения вблизи КН и т.д. (см. подробности [27, 92]). В работе [91] были изу-
чены круговые орбиты пробных частиц вокруг КН и их периоды. Здесь эти
результаты обобщены на движение заряженных частиц и показана сильная
зависимость движения частиц от формы параметра КН δ и магнитного поля.

Получены выражения для компонент дипольного магнитного поля грава-
стара, которое образуется за счет кругового тока, симметрично текущего по
окружности радиуса a в экваториальной плоскости. Выражение для магнит-
ного поля гравастара может быть полезным при описании различных физи-
ческих процессов в гравастаре.
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Рис. 2.4: Зависимость радиальной (a) и азимутальной (б) компоненты магнитного поля
гравастара от радиуса.
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ГЛАВА 3. Электромагнитные поля и
движение частиц вокруг вращающихся
намагниченных компактных объектов
на бранах

3.1 Введение

Хорошо известно, что магнитные поля играют значительную роль в фи-
зике большинства астрофизических объектов, особенно компактных реляти-
вистских звезд, которые обладают поверхностными магнитными полями по-
рядка 1012 Гс. Магнитные поля магнитаров [95, 96] могут достигать 1015 Гс.
Напряженность магнитного поля компактных звезд является одной из основ-
ных величин, которые определяют их наблюдаемость; пульсары, к примеру,
наблюдаются через магнито-дипольное излучение. Поэтому изучение влия-
ния различных явлений на форму внутренних и внешних магнитных полей
звезд является чрезвычайно важным.

Насколько нам известно, эффект напряженности брана на конфигурацию
магнитного поля вращающихся релятивистских компактных звезд еще не
был изучен. Поскольку магнитное поле определяет многие наблюдаемые ве-
личины компактных звезд, будем здесь исследовать эффекты брана на звезд-
ные магнитные поля.

Выражения для внешних электромагнитных полей вокруг намагничен-
ных вращающихся сфер в рамках ньютоновской теории приведены в клас-
сической статье Дойча [57]. Внутренние поля также были изучены многи-
ми авторами (см., например, [97]). Общерелятивистский подход к изучению
структуры магнитного поля во внешней области вокруг компактных гра-
витационных объектов был впервые применен в работе Гинзбурга и Озер-
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ного [13] и далее был расширен многими авторами [77, 98, 99, 100]. В ста-
тьях [101, 102, 103, 104, 105] было рассмотрено магнитное поле внутри реля-
тивистской звезды для различных моделей звездного вещества. Применение
общерелятивистского подхода к рассмотрению структуры внешних и внут-
ренних звездных магнитных полей, включающее численные расчеты, пока-
зывает, что магнитное поле усиливается за счет монопольной части гравита-
ционного поля в зависимости от компактности релятивистской звезды.

Рассмотрим здесь аксиально-симметричные звезды на бранах, обладаю-
щие сильными магнитными полями. Структура магнитного поля предполага-
ется дипольной и осесимметричной. Нами не учитывается эффект обратного
влияния структуры магнитного поля на метрику пространства-времени звез-
ды в связи с тем, что энергия магнитного поля недостаточно велика, чтобы
влиять на геометрию пространства-времени. Нами будет найдено точное ана-
литическое внутреннее решение уравнений Максвелла для магнитного поля в
случае, когда звездное вещество имеет нереалистичное уравнение состояния
(УС) жесткого вещества. В случае, когда вещество звезды имеет постоянную
плотность, внутренние поля будут найдены численно из уравнений Максвел-
ла. Внешние магнитные поля также находятся численно. Покажем, что как
внешние, так и внутренние магнитные поля будут существенно модифициро-
ваны 5-мерными гравитационными эффектами.

На протяжении последних лет в литературе широко обсуждаются вопросы,
связанные с возможностью наблюдательной проверки модели ЧД на бранах,
к примеру, через эффекты гравитационного линзирования [51, 106, 107, 108,
109, 110], движение пробных частиц [54] и классические тесты ОТО (пре-
цессия перигелия, отклонение света и задержка радиолокационных волн) в
Солнечной системе [111]. Была также изучена роль бран заряда в орбиталь-
ных моделях высокочастотных квазипериодических осцилляций, наблюдае-
мых у НЗ в двойных системах [112]. В работе [113] были получены выражения
для потока энергии, спектра и эффективности аккреции аккреционного дис-
ка вокруг нескольких классов статических и вращающихся ЧД на бранах.
В одной из последних работ [114] представлен полный набор аналитических
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решений уравнений геодезических для пробных частиц с ненулевой массой
покоя в многомерных пространствах, который может быть использован при
изучении модели на бранах.

Бран корректировки для возмущений электромагнитного потенциала во-
круг заряженной вращающейся ЧД были исследованы в работах [55, 56].
Работа [115] посвящена рассмотрению конфигурации магнитного поля реля-
тивистских звезд в зависимости от бран напряженности. Здесь исследуется
структура электромагнитного поля и движение частиц вокруг вращающейся
ЧД на бранах, помещенной в однородное магнитное поле. Исследование орбит
частиц дает возможность определить разрешенные пределы для некоторых
параметров метрики пространства-времени, а также обеспечивает более глу-
бокое понимание физической природы и свойств метрики соответствующего
пространства. Таким образом, рассматриваемые эффекты дают возможность
проверки модели на бранах путем астрономических и астрофизических на-
блюдений ЧД. В частности, наблюдательно измеряемый радиус СКО вокруг
ЧД, в принципе, может дать определенные значения для верхнего предела
численного значения бран заряда.

Глава организована следующим образом. В параграфе 3.2 приведем опи-
сание сферических компактных объектов на бранах и основные уравнения
Максвелла в пространстве-времени этих объектов. В параграфе 3.3 рассмот-
рим основные предположения, обсудим граничные и начальные условия для
магнитных полей, а также обсудим внутренние магнитные поля для раз-
личных УС. В пунктах в параграфе найдем точное аналитическое решение
для звезд, описываемых УС жесткого вещества, проинтегрируем уравнения
Максвелла во внешнем пространстве-времени от поверхности звезды до бес-
конечности и найдем численные решения для магнитного поля вокруг звезды
на бранах, численно проинтегрируем уравнения для внутреннего магнитно-
го поля от поверхности звезды до некоторого внутреннего радиуса. В каче-
стве астрофизического применения полученных результатов, в параграфе 3.4
найдено изменение яркости электромагнитного магнито-дипольного излуче-
ния вращающейся звезды из-за эффекта брана. В параграфе 3.5 приведем
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точные решения вакуумных уравнений Максвелла в пространстве-времени
вращающейся ЧД на бранах, помещенной в однородное магнитное поле. В
следующем параграфе 3.6 будет изучено движение заряженных частиц во-
круг ЧД на бранах в однородном магнитном поле в приближении медленного
вращения. Будет получено выражение для эффективного потенциала частиц
с заданным моментом импульса, движущихся по круговым орбитам вокруг
ЧД , в виде функции магнитного поля и бран параметра ЧД. В параграфе 3.7
будет найдено точное выражение для радиуса стабильной круговой орбиты
пробной частицы, движущейся в экваториальной плоскости ЧД на бранах, в
зависимости от бран заряда. При этом для простоты расчетов нами не учи-
тываются вращение и магнитный параметр ЧД. Будут приведены рисунки,
на которых изображены формы траекторий пробных частиц, движущихся во-
круг ЧД на бранах. Заключение и обсуждение полученных результатов будет
приведено в разделе 3.8.

3.2 Метрика пространства-времени медленно вращаю-

щейся сферической звезды на бранах

Модель Вселенной на бранах предполагает, что наше 4-мерное простран-
ство является "срезом"более общего пятимерного. Согласно этой модели,
только гравитационное взаимодействие способно свободно распространяться
в 5-мерном пространстве, в то время как другие виды взаимодействий "за-
перты"в 4-мерной Вселенной. Трудности анализа уравнений гравитационного
поля и гравитационного коллапса в рамках модели на бранах связаны с тем,
что распространение гравитационного взаимодействия в 5-мерном простран-
стве не позволяет записывать уравнения для гравитационного поля 4-мерного
пространства-времени в закрытой форме [47].

Метрика пространства-времени вокруг вращающегося компактного объ-
екта на бранах может быть записана в координатах u, r, θ, ϕ в виде

ds2 =
[−(du + dr)2 + dr2 + Σdθ2 + (r2 + a2) sin2 θdϕ2

+2a sin2 θdrdϕ + G(du− a sin2 θdϕ)2] , (3.1)

где G = (2Mr−Q∗)/Σ, Σ = r2 +a2 cos2 θ, Q∗ - заряд бран, M - масса звезды,
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величина a связана с угловым моментом звезды. Применяя преобразования
Бойера-Линдквиста du = dt − (r2 + a2)dr/∆, dϕ = dφ − adr/∆ с ∆ = r2 +

a2−2Mr+Q∗ и предполагая, что параметр вращения a мал, можно получить
внешнюю метрику для медленно вращающейся НЗ на бранах в форме

ds2 = −A2dt2 + H2dr2 + r2dθ2 + r2 sin2 θdφ2 − 2(1− A2)a sin2 θdtdφ . (3.2)

Здесь

A2(r) ≡
(

1− 2M

r
+

Q∗

r2

)
= H−2(r), r > R , (3.3)

точное решение типа Райсснера – Нордстрема для внешней метрики звезды.
Используя выражение для угловой скорости вращения звезды ω = 2Ma/r3,

можно привести метрику к следующему виду

ds2 = −A2dt2 + H2dr2 + r2dθ2 + r2 sin2 θdφ2 − 2ω̃(r)r2 sin2 θdtdφ , (3.4)

где ω̃(r) = ω(1−Q∗/2rM).

3.3 Стационарные решения уравнений Максвелла

Прежде чем мы рассмотрим стационарные решения уравнений Максвелла
(см. Приложение B.), необходимо сделать некоторые предположения относи-
тельно модели звезды.

1. Предположим, что магнитный момент звезд не меняется со временем в
связи с бесконечной проводимостью звездного вещества. Характерное значе-
ние для времени затухания магнитного поля НЗ имеет вид τ

σ
≡ 4πσR2/c2. Ис-

пользуя приблизиженное выражение для электрической проводимости [116]

σ̃ ≈ 1026
(

108K

T

)2 (
ρ

1014g · cm−3

)3/4

c−1 , (3.5)

получим время затухания магнитного поля порядка ∼ 1010 лет для типичной
проводимости σ̃ ∼ 1026 c−1 звездной коры.

2. Из-за различного поведения и разрывности полей поверхности сферы
будем называть внутренними решениями те решения, которые действитель-
ны в радиальном диапазоне R

IN
≤ r ≤ R, и внешими решениями те, которые

действительны в диапазоне R < r ≤ ∞. Ограничивая решение некоторым
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внутренним радиусом R
IN

устраним проблему граничных условий для r → 0,
тем самым признавая неизвестность свойств магнитных полей во внутренних
сверхпроводящих регионах компактных релятивистскых объектов, таких как
НЗ.

3. Предполагая, что магнитное поле является дипольным, ищем решения
уравнений Максвелла (D.1)–(D.4) и (D.5)–(D.8) (см. Приложение D) в форме
(2.30)–(2.32) где неизвестные радиальные функции F (r) и G(r) отвечают за
релятивистские поправки, связанные с гравитационной массой и напряжен-
ностью брана. Магнитное поле зависит только от координат r и θ в связи
с осевой симметрией и стационарностью. Дипольное приближение для внут-
реннего поля является простым, однако оно хорошо согласуется с требовани-
ем о том, что конфигурация поля должна совпадать на границе с внешним
дипольном полем. Поскольку внутреннее магнитное поле имеет дипольную
конфигурацию, требуется также непрерывность нормальных и тангенциаль-
ных компонент магнитного поля на поверхности звезды.

4. Поскольку внутренняя часть звезды рассматрывается как идеальный
проводник, а внешнюю часть как вакуум на бране, мы можем положить J r̂ =

J θ̂ = J φ̂ = 0 в уравнениях Максвелла (D.1), (D.6)–(D.8) и получить уравнения
Максвелла для радиальной части магнитного поля в виде

(
r2F

)
,r

+ 2HrG = 0 , (3.6)

(rAG),r + AHF = 0 . (3.7)

5. Предположение о постоянстве плотности вещества внутри звезды, приня-
тое в пункте 2.6, не является физически обоснованным. Однако для неэкзо-
тических УС [117] изменение плотности наблюдается лишь приблизительно
в трех четвертях объема НЗ. В будущем для улучшения звездной модели
может быть рассмотрено политропное УС.

Рассмотрим стационарные решения уравнений Максвелла, т.е. решения, в
которых предполагается, что магнитный момент звезды не меняется со вре-
менем по причине бесконечной проводимости вещества звезды.
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Частный случай монопольной конфигурации магнитного поля медленно вра-
щающейся звезды на бранах

Первым делом рассмотрим следующую конфигурацию магнитного поля в
качестве простейшей модели

B r̂ = B r̂(r) 6= 0 , B θ̂ = 0 . (3.8)

Несмотря на то, что такая форма магнитного поля не может быть реали-
стичной, мы можем получить с ее помощью первичные оценки влияния бран
заряда на электромагнитное поле звезды. В этом случае, в линейном при-
ближении по частоте Лензе-Тирринга ω, уравнения Максвелла (D.1) и (D.8)
сводятся к уравнениям

(
r2B r̂

)
,r

= 0 B r̂
,θ = 0 . (3.9)

Решение, допускаемое этими уравнениями, имеет вид

B r̂ =
µ

r2 , (3.10)

где µ - константа интегрирования.
Электрическое поле, создаваемое монополярным магнитным полем, опре-

деляется следующими уравнениями Максвелла

AHE r̂
,θ −

(
rAE θ̂

)
,r

= 0 , (3.11)

sin θ
(
r2E r̂

)
,r

+ Hr
(
sin θE θ̂

)
,θ

+

[
Hω̃r2 sin2 θ

A
B r̂

]

,θ

= 0 . (3.12)

Так как внутри звезды E ∼ (v × B) (электрическая проводимость обра-
щается в бесконечность), можно легко увидеть, что для выбранной конфигу-
рации магнитного поля

E θ̂ 6= 0 , E r̂ = Eφ̂ = 0 . (3.13)

Таким образом, уравнения для E θ̂ будут выглядеть следующим образом

rAE θ̂ = f(θ) , (3.14)

r(sin θE θ̂),θ +
2µ̃

A
sin θ cos θ = 0 . (3.15)
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Из уравнения (3.15) можно получить следующее выражение для E θ̂

E θ̂ =
1

sin θ

(
ω̃µ

rA
cos2 θ + C

)
, (3.16)

где C есть константа интегрирования, которая находится из граничных усло-
вий на поверхности звезды.

Внутреннее аналитическое решение

Система уравнений (3.6)–(3.7) может быть решена для магнитного поля,
соответствующего звездной структуре и магнитной конфигурации некоторых
астрофизических объектов. (Такой подход применен, к примеру, в работе
Гупта и др. [101] для случая внутренних дипольных магнитных полей).

Кроме того, можно заранее определять конфигурацию магнитного поля
и искать соответствующее УС для заданной структуры. В данном случае
самыми простыми из возможных решений системы (3.6)–(3.7), являются те,
для которых магнитное поле постоянно по всему объему интересующей нас
звезды. В этом случае

F =
C4

R3µ , G = −H−1C4

R3 µ = −H−1F , (3.17)

где C4 является произвольной постоянной, значение которой может быть
определено из требования непрерывности радиального магнитного поля B r̂

при прохождении через поверхность звезды, а µ - магнитный момент.
Теперь можно проверить, возможно ли решение (3.17) физически или нет.

Использование (3.17) в уравнении (3.7) требует, чтобы метрические функции
удовлетворяли условиям

(
rAH−1)

,r
− AH = 0 . (3.18)

Уравнения Эйнштейна для сферической звезды на бранах дают

H2(r) =

[
1− 2m(r)

r

]−1

, (3.19)

где функция текущей массы имеет вид

m(r) = 4π

∫ r

0
ρeff(r)r2dr , r ≤ R , (3.20)
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полная эффективная плотность энергии равна

ρeff = ρ
(
1 +

ρ

2λ

)
+

6

κ4λ
U (3.21)

и κ = 8π. Учитывая уравнение (3.19) и уравнения гравитационного поля,
предполагаем, что

dm(r)

dr
= 4πr2ρeff . (3.22)

Тогда уравнение для гравитационного поля в соответствии с (3.19) может
быть записано в форме

A′

A
=

m(r) + 4π
(
peff + 4

k4λP
)
r3

r(r − 2M)
. (3.23)

Подставляя уравнение (3.23) в уравнение поля, можно исключить A′/A и
получить модифицированное уравнение Толмана-Оппенгеймера-Волкова для
гидростатического равновесия [118, 119, 120]

dp

dr
= −(ρ + p)

[
m(r) + 4π

(
peff + 4

k4λP
)
r3

]

r(r − 2M)
. (3.24)

С другой стороны, из уравнения Максвелла (3.18) с помощью получен-
ных выражений (3.19) и (3.22) можно получить следующие выражение для
гидростатического равновесия

dp

dr
= −(ρ + p)

(
m(r) + 4πρeffr3

)

r(r − 2M)
, (3.25)

модифицированное наличием напряженности брана. Поскольку геометрия
является регулярной в r = 0, это означает, что внутреннее граничное усло-
вие (3.22) имеет вид mr=0 = 0, а для уравнения (3.25) центральное давление
pr=0 = pc определяется через УС p = p(ρ) с центральной плотностью ρc,
которая взята в качестве свободного параметра [104].

Сопоставление уравнений (3.24) и (3.25) дает следующее УС для звезды с
постоянной плотностью магнитного поля (3.17)

ρeff = peff +
4

k4λ
P . (3.26)

Предполагая, что P = 0, получим нереалистичные экзотические УС ρeff =

peff для жестких сред.
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Внешнее численное решение

Внешнее решение для магнитного поля упрощается, поскольку известны
явные аналитические выражения для метрических функций A и H. В част-
ности, с помощью определений N ≡ A = H−1 = (1−2M/r+Q∗/r2)1/2 система
(3.6)–(3.7) может быть записана как одно обыкновенное дифференциальное
уравнение второго порядка для неизвестной функции F :

d

dr

[(
1− 2M

r
+

Q∗

r2

)
d

dr

(
r2F

)]− 2F = 0 . (3.27)

Точное аналитическое решение уравнения (4.7) существует в случае, когда
параметр Q∗ = 0 [13, 105]. Аналитическое общерелятивистское решение для
дипольного магнитного поля в вакууме, выраженное через функции Лежанд-
ра второго рода [121], показывает, что магнитное поле усиливается фактором

FGR(r)

FNewt(r)
= − 3R3

8M 3

[
ln N 2 +

2M

r

(
1 +

M

r

)]
(3.28)

по сравнению с решением для плоского пространства-времени. Здесь FNewt =

2µ/r3 - значение магнитного поля на полюсе в ньютоновском пределе.
Проинтегрируем теперь уравнение (4.7) в программе MAPLE 10 с помо-

щью метода Рунге - Кутта пятого порядка, используя стандартные методы
решений обыкновенного дифференциального уравнения (ОДУ) второго по-
рядка, приведенные, например, в [122]). Для решения ОДУ нами были зада-
ны начальные условия в виде B(r) = 0, B′(r) = −ε̃ на r = ∞, где ε̃ - малень-
кое положительное число, при этом нами было учтено значение магнитного
поля на поверхности звезды в ньютоновском пределе. В пределе r → ∞
действует ньютоновское решение для магнитного поля, поскольку величины
Q∗/r2 и M/r в этом случае пренебрежимо малы и не вносят никакого вклада
в магнитное поле. При использовании этих условий уравнение интегрируется
от некоторого внутреннего радиуса, который превышает горизонт событий
r+/M = 1 +

√
1−Q∗, до поверхности релятивистской звезды. Сначала мы

воспроизводим FGR/FNewt (ур. (4.8)) в аналитической форме с точностью до
10−5, приравнивая Q∗ к нулю. Радиус звезды считаем равным R = 10 км,
а поверхностное поле на полюсе - B(r = r/R = 1) = 1012 Гс. После этого
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Таблица 3.1: Усиление внешнего магнитного поля на граничной поверхности типичной
релятивистской компактной звезды в результате влияния напряженности брана. Ньюто-
новское значение магнитного поля на полюсе принято равным B0 = 1012 Гс. Масса звезды
составляет M = 2M¯ и радиус R = 10 км. Значения заряда Вейля Q∗ взяты в единицах
M2.

Q∗ -0.5 -1.0 -1.5 -2.0 -2.5 -3.0

B, (1012 G) 1.94 2.05 2.17 2.32 2.51 2.77

выполним интегрирование для различных значений Q∗, как показано на рис.
3.1 а).

Усиление внешнего магнитного поля на поверхности релятивистской звез-
ды, связанное с бран напряжением, представлено в таблицы 3.1. Фактор уси-
ления поля меняется от 2 до 3 в зависимости от интенсивности заряда Вейля.

Как видно из представленных графиков на рис. 3.1 б), напряженность
магнитного поля вне звезды увеличивается до ∼ 170 % по сравнению со зна-
чением в плоском пространстве в зависимости от значения параметра Q∗.

Внутреннее численное решение

Для звезды с однородной плотностью (ρ = const), как было принято в
нашей модели, можно выбрать U = 0 и P = 0. При этом в соответствии
с уравнениями Эйнштейна и уравнениями Максвелла (3.6), (3.7) уравнение
для неизвестной радиальной функции принимает вид

d

dr

[
∆(r)

ρ + p(r)

d

dr

(
r2F

)]− 2F

[ρ + p(r)] ∆(r)
= 0 , (3.29)

где

∆(r) ≡
[
1− 2M

r

( r

R

)3
[
1− Q∗

6MR

]]1/2

, (3.30)

p(r) =
[∆(r)−∆(R)] (1−Q∗/3MR) ρ

[3∆(R)−∆(r)]− [3∆(R)− 2∆(r)] Q∗/3MR
, (3.31)

m(r) = M

[
1− Q∗

6MR

] ( r

R

)3
. (3.32)
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а)

б)

Рис. 3.1: а) график зависимости магнитного поля B от радиальной координаты r/R вне
релятивистской намагниченной компактной звезды с типичными параметрами M = 2M¯,
R = 10 км и б) процентное увеличение магнитного поля как функция радиального рассто-
яния r/R во внешней зоне релятивистской намагниченный звезды в зависимости от бран
заряда. Бран заряд взят в единицах M2.
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Для нахождения внутреннего численного решения используем тот же ме-
тод, как и в случае внешнего поля, то есть ОДУ рассматривается как задача
с начальными условиями. В качестве начального значения B(r = 1) берется
значение, которое было получено для внешнего решения

B r̂
ex|r=R = B r̂

in|r=R , (3.33)

в связи с непрерывностью радиальной компоненты магнитного поля при пе-
ресечении звездной поверхности r = R.

Уравнения Максвелла (3.29) проинтегрированы, начиная от нижней гра-
ницы r = 0.5, где ожидается существование дипольного магнитного поля. На
рис. (3.2) мы приводим магнитное поле внутренней части звезды как функ-
цию радиального расстояния (нормированного на радиус звезды R), начиная
от r = 0.5 до звездной поверхности r = 1. Из представленных графиков
можно увидеть, что напряженность поля внутри звезды увеличивается из-за
присутствия бран параметра. На половине радиуса звезды поле усиливает-
ся примерно на 20 процентов по сравнению со случаем общерелятивистской
звезды Шварцшильда, в зависимости от выбранного значения параметра Q∗.

3.4 Астрофизические приложения к радиоизлучению

пульсаров

Предположим, что имеется вращающаяся намагниченная НЗ (пульсар) на
бранах, наблюдаемая посредством магнитодипольного излучения, при этом
χ - угол между осью вращения и магнитной осью звезды. Выражение для
мощности дипольного электромагнитного излучения звезды в таком случае
имеет вид (см. [64])

Lem =
Ω4

R
R6B̃2

0

6c3 sin2 χ , (3.34)

где нижний индекс 0 указывает на значение при r = R.
При сравнении с аналогичным ньютоновским выражением для скорости

потерь электромагнитной энергии посредством дипольного излучения [123]

(Lem)Newt =
Ω4R6B2

0

6c3 sin2 χ , (3.35)
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Рис. 3.2: График зависимости магнитного поля B от r/R для внутренней области типичной
компактной релятивистской звезды с параметрами M = 2 M¯, R = 10 км и ρ = 1.0 ×
1014 г cм−3 для различных значений Q∗. Коричневая сплошная кривая отвечает за Q∗ = 0,
красная точечная кривая за Q∗ = −1, зеленая пунктирная кривая за Q∗ = −2 и синяя
точечно-пунктирная кривая за Q∗ = −3, которые взяты в единицах M2.
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можно легко видеть, что общерелятивистские бран поправки в выражение
(3.34) возникают отчасти из-за усиления магнитного поля B̃0 = F

R
B0 на

звездной поверхности и отчасти из-за увеличения эффективной угловой ско-
рости вращения Ω = Ω

R
A

R
за счет гравитационного красного смещения.

Присутствие бран напряженности увеличивает скорость потерь энергии
через дипольное электромагнитное излучение на величину, которую можно
легко вычислить

Lem

(Lem)
Newt

=

(
F

R

A2
R

)2

, (3.36)

и которая изображена на рис. 3.3 а) в виде сплошной линии.
Рассматривая выражение (3.34) в выбранном диапазоне напряженности

брана, можно видеть, что ньютоновское выражение для потерь электромаг-
нитного излучения (3.35) дает меньший результат, чем полученное нами, и
отношение выражений может достигать нескольких сотен в зависимости от
значений параметра напряженности брана.

На рис. 3.3 б) показано усиление потерь электромагнитной энергии при
наличии напряженности брана в зависимости от компактности релятивист-
ской звезды и тем самым доказана важность эффектов, сзязанных с бран
параметром, для ультракомпактных звезд.

Выражение (3.34) можно использовать для изучения эволюции намагни-
ченных НЗ с дипольным магнитным полем, в которых энергия вращения
преобразуется в электромагнитное излучение. Подробное исследование обще-
релятивистского эффекта для шварцшильдовских звезд выполнено в работе
Пейдж и др. [104], где авторы обратили особое внимание на общереляти-
вистские поправки, которые должны быть включены для правильного моде-
лирования тепловой и магнитной эволюции. Следует отметить, однако, что
в своем подходе Пейдж и др. [104] учли общерелятивистское усиление маг-
нитного поля, связанное с кривизной пространства-времени, но не включили
поправки из-за гравитационного красного смещения. В результате, общереля-
тивистская электромагнитная мощность излучения, вычисленная Пейджем и
др. [104], оказывается меньше, чем та, которая вычислена в нашей статье [64],
где все общерелятивистские эффекты принимаются во внимание.
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Рис. 3.3: а) усиление потерь энергии дипольного электромагнитного излучения в зави-
симости от абсолютного значения бран заряда. Сплошная линия изображает отношение
потерь энергии для модели на бранах и плоского пространства-времени, а пунктирная
линия дает потери энергии в Шварцшильдовском искривленном пространстве-времени и
приведена для сравнения. Бран заряд |Q∗| по оси абсцисс взят в единицах M2; б) усиление
потерь энергии дипольного электромагнитного излучения в зависимости от компактности
звезды M/R для различных бран зарядов.
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3.5 Вращающаяся ЧД на бранах в однородном магнит-

ном поле

Метрика пространства-времени вращающейся ЧД на бранах в координа-
тах t, r, θ, ϕ принимает следующую форму (см., например, [55])

ds2 = −∆− a2 sin2 θ

Σ
dt2 +

(Σ + a2 sin2 θ)2 −∆a2

Σ
sin2 θdϕ2

+
Σ

∆
dr2 + Σdθ2 − 2

∆− Σ− a2 sin2 θ

Σ
a sin2 θdϕdt , (3.37)

где Σ = r2 + a2 cos2 θ, ∆ = r2 + a2 − 2Mr + Q∗, Q∗ - бран заряд, M полная
масса и параметр a связан с угловым моментом ЧД.

Здесь используем факт существования в заданном пространстве-времени
времениподобного ξα

(t) и пространственноподобного ξα
(ϕ) векторов Киллинга,

которые ответственны за стационарность и аксиальную симметрию геомет-
рии. Так как они удовлетворяют уравнениям Киллинга ξα;β +ξβ;α = 0 , и, сле-
довательно, уравнениям волнового типа (в пустом пространстве) ¤ξα = 0 ,

можно записать вакуумное решение уравнений Максвелла ¤Aµ = 0 для век-
торного потенциала Aµ электромагнитного поля в лоренцевой калибровке в
следующей форме Aα = C1ξ

α
(t) + C2ξ

α
(ϕ) . Постоянная C2 = B/2, при этом

гравитационный источник помещен в однородное магнитное поле B, направ-
ление которого параллельно оси вращения центрального объекта. Значение
постоянной C1 = aB может быть легко найдено с помощью асимптотических
свойств пространства (3.37) на бесконечности (см., Приложение А.).

Конечный вид 4-вектора потенциала Aµ электромагнитного поля примет
следующую форму:

A0 =
aB

2Σ

[
(2 + sin2 θ)(a2 sin2 θ −∆)− Σ sin2 θ

]
, A1 = A2 = 0 ,

A3 =
B sin2 θ

2Σ

[
(Σ + a2 −∆)(2 + sin2 θ)a2 + Σ(Σ + sin2 θ)

]
. (3.38)

Нулевые ортонормированные компоненты электромагнитного поля, и из-
меряемые ННУМ с 4-скоростью

(uα)
ZAMO

≡ K√
∆Σ

(
1, 0, 0,

Σa2 sin2 θ

∆− a2 sin2 θ
− 1

)
, (uα)

ZAMO
≡
√

∆Σ

K

(
1, 0, 0, 0

)
,
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принимают следующий вид

E r̂ =
aB

Σ2

{
2(M − r) + M sin2 θ +

sin4 θ

∆− a2 sin2 θ
(Σ−∆ + a2 sin2 θ)

×
[
rΣ + a2(2 + sin2 θ)

r∆− a2r + (M − r)Σ

Σ

]

+
r

Σ
(2 + sin2 θ)

[
Σ2 + (∆− a2 sin2 θ)(2 + sin2 θ)

]}
K, (3.39)

E θ̂ =
aB sin 2θ

2Σ2
√

∆

{
a2 sin2 θ −∆− Σ +

a2 sin2 θ −∆ + Σ

Σ
a2(2 + sin2 θ)

+
a2 sin2 θ −∆ + Σ

∆ csc2 θ − a2

[
(Σ− a2(1 + cos2 θ)−∆)a2 sin2 θ + Σ(Σ

+a2 sin2 θ) +
Σ−∆ + a2

Σ
a2(Σ + a2 sin2 θ)(2 + sin2 θ)

]}
K, (3.40)

B r̂ =
B csc θ

2KΣ

[
(Σ− a2(1 + cos2 θ)−∆)a2 sin2 θ + Σ(Σ + a2 sin2 θ)

+
Σ−∆ + a2

Σ
a2(Σ + a2 sin2 θ)(2 + sin2 θ)

]
, (3.41)

B θ̂ =
B sin θ

√
∆

KΣ

[
rΣ + a2(2 + sin2 θ)

r∆− a2r + (M − r)Σ

Σ

]
, (3.42)

где использовано обозначение K = ((Σ + a2 sin2 θ)2 − a2∆ sin2 θ)1/2. Выра-
жения зависят от углового момента и бран параметра сложным образом. В
пределе плоского пространства, т.е. при M/r → 0, Ma/r2 → 0 и Q∗/r2 → 0,
выражения (3.39)–(3.42) имеют вид B r̂ = B cos θ,B θ̂ = B sin θ, E r̂ = E θ̂ = 0 и
совпадают с ньютоновскими решениями в однородном магнитном поле. Од-
нородное магнитное поле на фоне пятимерной ЧД было детально изучено в
работе [124]. В частности, авторы получили точные выражения для 2-формы
электромагнитного тензора и разности электростатического потенциала меж-
ду горизонтом событий пятимерной ЧД и бесконечностью.

3.6 Движение заряженной частицы вокруг вращающей-

ся черной дыры на бранах

В этом разделе подробно изучим движение заряженной частицы вокруг
вращающейся ЧД на бранах во внешнем магнитном поле с учетом 4-векторного
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потенциала (3.38) с целью поиска астрофизических доказательств существо-
вания или несуществования бран заряда Q∗.

Поскольку пространство-время вращающегося объекта на бранах допуска-
ет разделение переменных (см., например, [23]), будем исследовать движение
частиц вокруг источника, описываемого метрикой (3.4), с помощью уравне-
ния Гамильтона-Якоби 1.24. При этом действие S можно представить в фор-
ме (1.25), так как энергия E и угловой момент L пробной частицы являются
константами движения в пространстве (3.4).

Для рассматриваемого случая уравнение Гамильтона-Якоби (1.24) с дей-
ствием в виде (1.25) дает уравнение для неразделяемой части действия

1

2A2

[
E +

a

r

(
2ML

r2 − Q∗L
r3 + A2eB

)][
2E + aeBA2 − aeB

(
2M

r
− Q∗

r2

)

× sin2 θ

]
+

(
L +

1

2
eBr2 sin2 θ

)[
eB

2
+

L
r2 sin2 θ

− aE
r2A2

(
2M

r
− Q∗

r2

)]

+A2
(

∂Srθ

∂r

)2

+
1

r2

(
∂Srθ

∂θ

)2

= −m2 . (3.43)

В общем случае в этом уравнении невозможно осуществить разделение
переменных, но оно может быть реализовано для случая движения в эквато-
риальной плоскости, т.е. θ = π/2. В этом случае уравнение для радиального
движения принимает форму

(
dr

dσ

)2

= E2 − 1− 2Veff(E ,L, r, ε, a, Q∗) . (3.44)

Здесь σ - собственное время вдоль траектории частицы, E и L энергия и
угловой момент на единицу массы m, соответственно, и

Veff(E ,L, r, ε, a, Q∗) =
aEL
r2

(
2M

r
− Q∗

r2

)

+

( L2

2r2 +
εL
2

+
ε2r2

8
+ aEε

)(
1− 2M

r
+

Q∗

r2

)
− M

r
+

Q∗

2r2 (3.45)

можно рассматривать как эффективный потенциал радиального движения
заряженной частицы в окрестности ЧД на бранах, где ε = eB/m - магнитный
параметр.

На рисунке 3.4 показана радиальная зависимость эффективного потенци-
ала радиального движения заряженных частиц в экваториальной плоскости
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медленно вращающейся ЧД на бранах во внешнем однородном магнитном
поле при различных значениях параметров магнитного поля (a) и бран за-
ряда (б). Из рисунков видно, как магнитный и бран параметры влияют на
характер движения заряженных частиц. Оба параметра сдвигают форму эф-
фективного потенциала в сторону удаленного наблюдателя на бесконечности,
в результате чего минимальное расстояние между заряженными частицами и
центральным объектом возрастает. С увеличением модуля бран заряда пара-
болические и гиперболические орбиты начинают становиться нестабильными
круговыми орбитами, в то время как магнитный параметр дает обратный эф-
фект (рис. 3.4) (см., главу 1.). Таким образом, радиальный профиль Veff для
различных значений бран заряда Q∗ в пределах от -1 до -3 показывает, что
при увеличении модуля Q∗ от 1 до 3 потенциальный барьер уменьшается по
сравнению с шварцшильдовским случаем, как и ожидалось для потенциала
ЧД типа Райснера-Нордстрема.

3.7 Движение пробной частицы вокруг ЧД на бранах

Для того чтобы найти точное аналитическое решение для радиуса rISCO,
предположим, что ЧД на бранах является невращающейся и внешнее маг-
нитное поле отсутствует. После этого метрика (3.4) может быть записана в
виде диагональной:

ds2 = −∆

r2dt2 +
r2

∆
dr2 + r2dθ2 + r2 sin2 θdϕ2 , (3.46)

где ∆ = r2−2Mr+Q∗ не содержит член, пропорциональный угловому момен-
ту ЧД. Теперь с помощью метода Гамильтона-Якоби, описанного в предыду-
щем параграфе 3.6, можно легко найти уравнение движения пробной частицы
в экваториальной плоскости ЧД на бранах:

dt

dσ
= E r2

∆
, (3.47)

(
dr

dσ

)2

= E2 − ∆

r2

(
1 +

L2

r2

)
, (3.48)

dϕ

dσ
=
L
r2 . (3.49)
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Рис. 3.4: Радиальная зависимость эффективного потенциала радиального движения заря-
женной частицы вокруг медленно вращающейся ЧД на бранах, помещенной в однородное
магнитное поле, при различных значениях параметра магнитного поля ε (a) и бран заряда
Q∗ (б).
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С помощью уравнений (3.48) и (3.49), введя новую переменную ũ = 1/r,
можно получить следующее уравнение

(
dũ

dϕ

)2

= −Q∗ũ4 + 2Mũ3 −
(

1 +
Q∗

L2

)
ũ2 +

2M

L2 ũ− 1− E2

L2 = f(ũ) , (3.50)

которое определяет траекторию пробной частицы в окрестности ЧД на бра-
нах. Из условия возникновения круговых орбит [125, 126]:

f(ũ) = 0 , f ′(ũ) = 0 ,

следует, что энергия E и момент импульса L частицы, движущейся по кру-
говой орбите радиуса rc = ũ−1

c , даются выражениями

E2 =
(1− 2Mũ + Q∗ũ2)2

1− 3Mũ + 2Q∗ũ2 , (3.51)

L2 =
M −Q∗ũ

2Q∗ũ3 − 3Mũ2 + ũ
. (3.52)

На рис. 3.5 показана радиальная зависимость как энергии, так и углово-
го момента импульса пробной частицы, движущейся по круговой орбите в
экваториальной плоскости. Из рисунка видно, что присутствие бран пара-
метра вынуждает пробную частицу принимать большие значения энергии и
углового момента для того, чтобы оставаться на своей круговой орбите, что
является следствием увеличения гравитационного потенциала центрального
объекта на бранах.

Из уравнений (3.51) и (3.52) можно найти минимальный радиус круговой
орбиты rmc

rmc >
4Q∗

3M −
√

9M 2 − 8Q∗ , (3.53)

или, при разложении в ряд по степеням Q∗/M 2, оно принимает следующую
форму :

rmc ≈ 3M − 2Q∗

3M
− 4Q∗2

27M 3 +O
(

Q∗3

M 5

)
. (3.54)

В предельном случае, когда Q∗ стремится к нулю, rmc = 3M , что сов-
падает с результатом для пространства-времени Шварцшильда. Минималь-
ный радиус для стабильной круговой орбиты может быть определен в точ-
ке изгиба функции f(ũ), другими словами, мы должны дополнить условия
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Рис. 3.5: Радиальная зависимость энергии (a) и момента импульса (б) пробной частицы,
движущейся по круговой орбите вокруг ЧД на бранах, для различных значений бран
заряда Q∗. Для сравнения также приведена зависимость для случая ЧД Шварцшильда,
соответствующая условию Q∗ = 0.
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f(ũ) = f ′(ũ) = 0 условием f ′′(ũ) = 0. Тогда можно легко получить уравнение:

4Q∗2ũ3 − 9MQ∗ũ2 + 6M 2ũ−M = 0 (3.55)

и его решение в виде

r =
4Q∗

3M + 3
√

A−B + 3
√

A + B
≡ rISCO , (3.56)

где

A = 8MQ∗ − 9M 3 , B = 4
√

(4MQ∗ − 5M 3)(MQ∗ −M 3) . (3.57)

При разложении этого выражения по степеням Q∗/M2 оно принимает следу-
ющую форму:

rISCO ≈ 6M − 1.5
Q∗

M
+ 0.0078

Q∗2

M 3 +O
(

Q∗3

M 5

)
. (3.58)

Таким образом, найдено оригинальное аналитическое выражение (3.56),
которое определяет предел устойчивости внутренней круговой орбиты в окрест-
ности ЧД на бранах. Численные решения с аналогичными результатами для
rISCO в окрестности вращающейся ЧД на бранах и круговых орбит в аккре-
ционном диске были приведены в работах [55] и [113], соответственно.

Зависимость минимального радиуса круговой орбиты rmc и радиуса ста-
бильной круговой орбиты (СКО) вокруг ЧД от натяжения браны приведена
на рис. 3.6, где значения для Шварцшильдовской ЧД соответствуют условию
Q∗ = 0. Из рисунка видно, что наличие натяжения браны сдвигает радиусы
стабильных орбит от центрального объекта в направлении удаленного наблю-
дателя на бесконечности.

Изменение значения Q∗ также влияет на положение стабильной орбиты,
как это показывает сдвиг СКО, представленный в левой части рисунка 3.6.
Уменьшение бран заряда приводит к увеличению радиуса СКО. С уменьше-
нием значения Q∗ от 0 до -5, радиус СКО принимает все большие и большие
значения. Низкие значения потенциала для Q∗ приводят к понижению удель-
ной энергии орбиты частицы. При уменьшении Q∗ от 0 до -5, радиус СКО
увеличивается от значений для стабильной орбиты в геометрии Шварцшиль-
да до больших значений. Эффективность имеет противоположную тенден-
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Рис. 3.6: Зависимость нижнего предела радиуса круговой орбиты rmc (a) и rISCO (б) от
бран заряда Q∗
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цию по сравнению с угловым моментом: при отрицательном бран заряде она
принимает большие значения, чем в случае Шварцшильдской ЧД.

Проведем теперь точный вывод сечения захвата ЧД медленно движущих-
ся пробных частиц в рамках модели на бранах (медленное движение означает,
что E ' 1 на бесконечности). Критическое значение момента импульса части-
цы, Lcr, зависит от наличия кратных корней полинома f(ũ) в (3.50) [127]. Для
удобства перепишем уравнение (3.50) в безразмерных величинах r → r/M ,
L → L/M и Q∗ → Q∗/M 2:

r3 − L2 + Q∗

2
r2 + L2r − Q∗L2

2
= 0 . (3.59)

Кубическое уравнение (3.59) имеет кратные корни, если и только если его
дискриминант равен нулю. После простых алгебраических преобразований
легко получить уравнение для углового момента импульса частицы

L6(1−Q∗)− L4(3Q∗2 − 20Q∗ + 16)− L2Q∗2(8 + 3Q∗)−Q∗4 = 0 , (3.60)

которое имеет точное решение в виде

L2
cr =





3

√
−B1/2 +

√
D + 3

√
−B1/2−

√
D − (20Q∗−3Q∗2−16)2

3(1−Q∗) ,

2
√

−A1

3 cos
{

1
3 arccos

[
−B1/(2

√
−(A1/3)2)

]}

− (20Q∗−3Q∗2−16)2

3(1−Q∗) ,

D ≥ 0 ;

D < 0 .

(3.61)
Здесь мы ввели следующие обозначения

A1 = −(20Q∗ − 3Q∗2 − 16)2

3(1−Q∗)2 − 8Q∗2 + 3Q∗3

1−Q∗ ,

B1 = 2
(20Q∗ − 3Q∗2 − 16)2

27(1−Q∗)3 − (20Q∗ − 3Q∗2 − 16)2(8Q∗2 + 3Q∗3)
1−Q∗ − Q∗4

1−Q∗ ,

D =
A3

1

27
+

B2
1

4
.

В предельном случае, т.е. когда бран заряд равняется нулю, решение урав-
нения (3.60) примет вид L = 4, что совпадает с критическим моментом для
сечения захвата частицШварцшильдовской ЧД [128]. Частица с критическим
угловым моментом импульса движется из бесконечности в направлении ЧД
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на бранах и захватывается на нестабильную круговую орбиту с радиусом

ruc = 2
3

√(L2 + Q∗

6

)3

− L
(L2 + Q∗

6

)
+ L2Q∗ +

L2 + Q∗

6
. (3.62)

В заключение, на графике 3.7 приводим формы различных видов траекто-
рий пробных частиц в окрестности ЧД на бранах, которые даются уравнени-
ем (3.50). Траектории пробных частиц, падающих на центральную ЧД при
различных значениях бран параметра, показаны на рис. 3.7 а). Из рисун-
ка видно, что с увеличением модуля бран параметра орбиты сдвигаются в
сторону удаленного наблюдателя на бесконечности, что является следствием
увеличения радиуса горизонта событий в модели на бранах. На рис. 3.7 б)
приведена форма круговой орбиты вокруг ЧД на бранах.

3.8 Заключение

В данной главе изучены стационарные электромагнитные поля изолиро-
ванной медленно вращающейся релятивистской компактной звезды на бра-
нах. При этом использовано предположение о том, что магнитное поле замо-
рожено в звездной коре из-за высокой проводимости звездного вещества, и
наложены специфические граничные условия. Учтены дополнительные эф-
фекты напряженности брана на величину электромагнитного поля.

Вначале внутренние уравнения Максвелла решены аналитически и найде-
ны точные решения для внутреннего магнитного поля звезды с нереалистич-
ным УС жесткого вещества. Проведены численные расчеты, которые учиты-
вают влияние напряженности брана на структуру электромагнитного поля
вне вращающейся звезды и на конфигурацию внутреннего магнитного поля
звезды с постоянной плотностью. Сравнивая поведение магнитного поля при
наличии и отсутствии напряженности брана, можно увидеть усиление маг-
нитного поля релятивистской звезды на бранах, в особенности вблизи поверх-
ности звезды для внешнего поля и на внутренней границе для внутреннего
поля. Этот эффект становится сильнее с ростом параметра брана Q∗.

Численные расчеты структуры внешнего магнитного поля без учета напря-
женности брана полностью совпадают с известным аналитическим решением
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Рис. 3.7: Орбиты пробных частиц: a) орбита частицы, падающей на центральную ЧД, для
различных значений бран заряда Q∗; б) cтабильная круговая орбита пробной частицы в
окрестности ЧД на бранах. Горизонты событий обозначены пунктирными линиями.
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для магнитного поля, когда заряд брана Q∗ равен нулю.
Численные расчеты подтверждают, что существует два аспекта влияния

напряженности брана на магнито-дипольное излучение. Первый из них обу-
словлен усилением поверхностного магнитного поля при учете напряжен-
ности брана. Другой выражается присутствием функции Q∗/r2 в факторе
красного смещения

√
1− 2M/r + Q∗/r2, который определен на звездной по-

верхности в выражении для мощности магнито-дипольного излучения. Мы
нашли, что эффект напряженности брана на магнитные поля компактных
звезд может быть весьма существенным, а мощность магнито-дипольного из-
лучения вращающейся намагниченной звезды на бранах возрастает до двух
порядков.

Мы заключаем, что исследование эффекта напряженности брана на струк-
туру магнитного поля релятивистской звезды может дать дополнительный
ключ к астрофизическому обоснованию параметра Q∗.

В этой главе также исследованы основные физические свойства движения
частиц в пространстве-времени ЧД на бранах. Мотивация данного исследо-
вания обусловлена тем, что тестирование сильного гравитационного поля и
обнаружение возможных отклонений от стандартной ОТО, дающих сигнал о
наличии новой физики, остаются одними из наиболее важных задач наблюда-
тельной астрофизики. В силу своей компактности, ЧД обеспечивают идеаль-
ные условия для проведения точных релятивистских измерений, в частности,
наблюдательной проверки вакуумных решений уравнения поля в модели на
бранах.

Были получены точные значения для таких физических параметров как
эффективный потенциал и СКО, характеризующих вакуумное решение урав-
нений поля в модели на бранах. Нами найдено новое точное аналитическое
выражение для нижней границы внутренней СКО пробной частицы в окрест-
ности ЧД на бранах (ранее поведение СКО в модели на бранах было исследо-
вано только численно [55, 113]). Также нами получены графики зависимости
СКО от бран параметра и траекторий частицы вокруг ЧД на бранах.

В недавних работах были получены наиболее точные пределы значений
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бран параметра ЧД с помощью классических тестов ОТО (прецессия пери-
гелия, отклонение света, а также задержка радиолокационных волн) [111].
Существующие наблюдательные данные в солнечной системе о прецессии пе-
ригелия Меркурия, об изгибе света вокруг Солнца (полученные с помощью
данных радиоинтерферометрии) были применены к релятивистскому бран
пространству, и таким образом были получены верхние пределы для числен-
ного значения модуля бран параметра. Самый точный предел |Q∗| . 108cm2

был получен из прецессии перигелия Меркурия.
Недавние измерения радиуса СКО в аккреционных дисках вокруг ЧД так-

же могут предоставить альтернативные пределы на численные значения бран
заряда. Все астрофизические величины, связанные с наблюдаемыми свой-
ствами аккреционного диска, можно получить из метрики ЧД. Наблюдения
в ближнем ИК или рентгеновском спектре предоставили важную информа-
цию о спине ЧД [129, 130]. Было заявлено, что наблюдаемая вращающаяся
ЧД имеет спин в диапазоне 0.5 . a . 1. Как было замечено, СКО радиу-
сы в основном смещаются в сторону центрального объекта и не существует
какого-либо измеряемого эффекта от бран параметра, который действовал
бы в противоположном направлении.

Из-за различий в структуре пространства, ЧД на бранах имеют некото-
рые важные отличия с точки зрения их аккреционных свойств, по сравне-
нию со стандартными общерелятивистскими случаями Шварцшильда и Кер-
ра. Таким образом, исследование внутренней стабильной орбиты в окрест-
ности компактных объектов является показателем их физической природы.
Поскольку радиус СКО в случае ЧД на бранах отличается от стандартных об-
щерелятивистских случаев , астрофизические наблюдения и измерения этих
физических величин могут дать различия, по крайней мере, между различ-
ными теориями гравитации, а также могут дать некоторые ограничения на
наличие дополнительных измерений. Наконец, поскольку из астрофизиче-
ских наблюдений не было обнаружено влияние бран параметра на стабиль-
ную орбиту вокруг ЧД при значениях порядка 108 cм2, на основе сопостав-
ления наблюдательных данных по СКО в аккреционных дисках вокруг ЧД
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и теоретического анализа СКО в окрестности ЧД на бранах, можем заклю-
чить, что бран заряд имеет верхний предел . 109 см2. По приблизительным
оценкам на порядок меньшее значение Q∗ не может повлиять на данные на-
блюдений по СКО вокруг ЧД.
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ГЛАВА 4. Эволюция бессиловой
магнитосферы вокруг медленно
вращающегося компактного объекта

4.1 Введение
Существует широко распространенное мнение о том, что вращающаяся

ЧД, вероятно, является источником энергии ряда компактных астрофизиче-
ских систем, таких как активные галактические ядра, гамма-всплески и рент-
геновские двойные системы. Теоретические аргументы поддерживают идею о
том, что сверхмассивные ЧД с массой более 105M⊙, которые, как считается,
находятся в центре большинства галактик во Вселенной, аккрецируют веще-
ство, высвобождая при этом значительную часть его гравитационной энергии
(см. [131], для обзора). Наиболее правдоподобный механизм извлечения энер-
гии ЧД был предложен Блэндфордом и Знаеком [132], где предполагается,
что ЧД аккрецируя, неизбежно будет затягивать магнитный поток за счет
аккреционных линий поля уходящих в бесконечность. Таким образом вы-
страивается квази-стационарная по времени конфигурация магнитного поля
с линиями поля, встроенными на горизонте событий ЧД, которая в бессило-
вых полях из-за спина ЧД будет двигать МГД ветер.

Есть несколько спорных вопросов, касающихся этой модели, в частности
- допустим ли этот механизм физически? Некоторые неразрешенные или
непонятые в полной мере физические проблемы создают пробелы в моде-
ли Блэндфорда-Знаека. К ним относятся причины возникновения и стабиль-
ность бессиловой магнитосферы, глобальное замыкание тока, а также вли-
яние граничных условий на каналы извлечения энергии. Одним из первых
спорных вопросов, который был поднят в статье [133], является вопрос о
том, могут ли быть причинно связаны горизонт событий ЧД и плазма, рас-
положенная на далеком расстоянии от ЧД. В этой статье утверждалось, что,
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хотя плотность плазмы является пренебрежимо малой в стандартной фор-
мулировке механизма Блэндфорда-Знаека, она не может быть в буквальном
смысле равной нулю. Авторы показали, что вокруг горизонта событий неиз-
бежно будет создаваться поверхность, внутри которой скорость плазмы будет
больше магнитозвуковой скорости, и сигналы, несущие энергию или инфор-
мацию, не смогут выйти наружу через эту поверхность. Позже авторы статьи
[134], проведя анализ бессиловых волн и исследовав причинные связи в маг-
нитосфере ЧД, пришли к выводу, что возмущения заряда и тока не могут
распространяться вдоль быстромодных характеристик в бессиловом преде-
ле.

Одной из основных компонент активных галактических ядер считается
магнитосфера вокруг сверхмассивных ЧД [135, 136]. Вопрос о том, могут ли
такие ЧД взаимодействовать с удаленными объектами через окружающую их
бессиловою магнитосферу и являются ли такие структуры стабильными, был
недавно поднят в работе [137]. Пунслием [138] было показано, что кажущи-
еся убедительными результаты работы [137] при более глубоком рассмотре-
нии терпят неудачу. Согласно [137] быстрые волны могут распространяться
со скоростью света с E‖; это означает, что светоподобные плосковолновые
решения могут иметь продольную поляризацию. Такой результат противоре-
чит симуляции, сделанная по модели Комиссарова о поляризации [139, 140].
Изучая глобальные физические свойства бессиловой вырожденной электро-
динамики, автор попытался разрешить это противоречие, и было показано,
что бессиловые быстрые волны не могут распространяться с изменением в
E‖.

Изучая вторую часть статьи [137], мы нашли много математических опеча-
ток в наборе уравнений Максвелла, а также в бессиловом условии (приложе-
ние B этой же статьи). Исследование пространственной эволюции бессиловой
магнитосферы, следовательно, может привести к неточным результатам. В
этой главе мы скорректировали формулы, данные автором [137], и получили
более точное решение эволюционных уравнений.

Исследование электромагнитных процессов в окрестности Керр-Тауб-НУТ
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компактного гравитационного объекта обусловлено тем, что эффекты ОТО в
метрике Керр-Тауб-НУТ могут дать возможность экспериментального обна-
ружения так называемого гравитационного монопольного момента. В преды-
дущих главах было проведено исследование электромагнитного поля в окрест-
ности Керр-Тауб-НУТ компактного объекта, а также движения пробных ча-
стиц в электромагнитном и гравитационном полях последнего.

Глава устроена следующим образом. В параграфе 4.2 определяется ази-
мутальный магнитный потенциал с использованием вакуумного решения об-
щерелятивистских уравнений Максвелла. Далее, в бессиловом приближении
находится эволюционное уравнение для электромагнитного поля. Решение
уравнения общерелятивистской эволюции находится с помощью метода по-
следовательных приближений. В параграфе 4.3 исследуется вопрос об извле-
чении энергии электромагнитного поля в окрестности гравитирующих объек-
тов с гравитомагнитным монопольным моментом, т.е. эффект Блэндфорда-
Знаека [132]. Параграф 4.4 посвящен изучению эффекта Пенроуза в метрике
вращающегося компактного объекта с гравитомагнитным зарядом. В разделе
4.5 приводятся заключительные замечания.

4.2 Пространственная эволюция бессиловой магнитосфе-

ры
Рассмотрим гравитирующий компактный объект, первоначально не вра-

щающийся и имеющий аксиально-симметричное статическое магнитное по-
ле. Внешнее гравитационное поле такого компактного объекта описывается
метрикой

ds2 = −N 2dt2 + N−2dr2 − 2ω(r)r2 sin2 θdtdϕ + r2dθ2 + r2 sin2 θdϕ2 , (4.1)

где N = 1−2M/r - функция длительности, а ω(r) – угловая скорость свобод-
но падающей ИСО, также называемая угловой скоростью Лензе-Тирринга.
Радиальная зависимость ω имеет вид:

ω(r) ≡ dϕ

dt
= −g0ϕ

gϕϕ
=

2J

r3 , (4.2)

где J = aM - полный (a - удельный) угловой момент метрического источника
полной массой M .

92



Предположим, что первоначальное магнитное поле определяется вакуум-
ным решением уравнений Максвелла (D.1)–(D.4) и (D.5)–(D.8): которое да-
ется векторным потенциалом Aα{0 , 0 , 0 , Aϕ}.

В случае аксиальной симметрии, полоидальное магнитное поле, измеряе-
мое собственным наблюдателем в метрике (4.1), может быть выражено через
азимутальные компоненты векторного потенциала

B r̂
p
(t, r, θ) =

1

r2 sin θ
∂θAϕ =

∞∑

`=1

1

r2b`(t, r)P`(cos θ) , (4.3)

B θ̂
p
(t, r, θ) = − N

r sin θ
∂rAϕ =

∞∑

`=1

1

r

N sin θ

`(` + 1)
∂r(b`(t, r))∂θP`(cos θ) , (4.4)

где было использовано выражение для угловой производной функции Ле-
жандра P` (уравнение (A2) в [141])

1

sin θ
∂θ [sin θ∂θ(P`(cos θ))] = −`(` + 1)P`(cos θ) . (4.5)

В этом случае уравнение Максвелла для ненулевых компонент векторного
потенциала (D.8) примет форму

r2∂r

(
N 2∂rAϕ

)
+ sin θ∂θ

(
1

sin θ
∂θAϕ

)
= 0 . (4.6)

Раскладывая векторный потенциал по функциям Лежандра для диполь-
ного случая (когда ` = 1) и вводя новую переменную Aϕ = r2F sin2 θ, можно
показать, что уравнение (4.6) принимает следующую форму (уравнение (87)
из [62])

d

dr

[
N 2 d

dr

(
r2F

)]− 2F = 0 , (4.7)

и имеет решение в виде

Aϕ(r) = Fr2 sin2 θ =
3µr2

8M 3

[
ln N 2 +

2M

r

(
1 +

M

r

)]
sin2 θ (4.8)

и сводится к плоско-пространственному решению с дипольным магнитным
моментом µ, т.е.

lim
M/r→0

F (r) =
µ

r3 . (4.9)
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Необходимо подчеркнуть, что в статье [137] решение для Aϕ = (B/2)r2 sin2 θ

не удовлетворяет уравнениям Максвелла (B6) - (B9).
Введем теперь адиабатическое возмущение состояния гравитирующего объ-

екта таким образом, чтобы он постепенно приобрел момент импульса; про-
странство - время в этом случае может быть описано с помощью метрики (4.1)
с a = a(t). Из уравнения (D.11) ясно, что азимутальный ток

(
J ϕ̂ + ωr sin θ

N J t̂
)

имеет порядок O(a2) и что для второго порядка по a бессиловое условие
(D.9)–(D.12) сводится к

J r̂ = − 1

Nr

(∂θAϕ)

(∂rAϕ)
J θ̂ = −Y (r) cot θJ θ̂ , (4.10)

E θ̂ =
1

Nr

(∂θAϕ)

(∂rAϕ)
E r̂ = Y (r) cot θE r̂ , (4.11)

где

Y (r) =
r

NM

[
ln N 2 +

2M

r

(
1 +

M

r

)][
r

M
ln N 2 +

1

N 2 + 1

]−1

. (4.12)

Из уравнений (D.1), (D.4) и (4.11) можно получить уравнение эволюции
для тороидального магнитного поля

∂Bϕ̂

∂t
= −N

r

(
rNE θ̂

)
,r

+
N

r
Y −1(r)

(
tan θE θ̂

)
,θ
−

− 9aNµ

2M 2r3

[
ln N 2 +

2M

r

(
1 +

M

r

)]
sin θ cos θ . (4.13)

Из уравнений (D.6), (D.7) и (4.10), (4.11) получим дифференциальное урав-
нение для электрического поля

{
(1 + Y −2(r) tan2 θ)

} ∂2E θ̂

∂t2
+

N

r

[
r N

(
∂tB

ϕ̂
)]

,r
−

− N

r cos θ
Y −1(r)

[
sin θ

(
∂tB

ϕ̂
)]

,θ
= 0 . (4.14)

Тогда в бессиловой магнитосфере уравнение непрерывности электрическо-
го заряда Jα

; α можно записать в следующем виде

∂tJ
t̂ +

N

r2∂r

(
r2NJ r̂

)
+

N

r sin θ
∂θ

(
sin θJ θ̂

)
= 0 . (4.15)
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Линеаризация уравнения (D.8) позволяет получить волновые уравнения
для возмущения векторного потенциала δAϕ

∂2
t δAϕ −N 2∂r

(
N 2∂rδAϕ

)− N 2 sin θ

r2 ∂θ

(
1

sin θ
∂θδAϕ

)
=

= 4πN 2r sin θ

(
J ϕ̂ +

ωr sin θ

N
J t̂

)
, (4.16)

где правая сторона уравнения пропорциональна a2 и является пренебрежимо
малой в нашем приближении.

Определим теперь безразмерное время как τ = t/2M . Вблизи горизонта
событий безразмерные переменные x = N 2 пренебрежимо малы и уравне-
ние (4.14) может быть решено с использованием подхода теории возмущений.
Необходимо подчеркнуть, что бессиловое приближение может быть наруше-
но в очень близкой окрестности горизонта событий, т.е. когда x достаточно
мало и плазменная инерция и гравитация начинают играть важную роль в
динамике частицы. Однако, как было отмечено в статье [142], бессиловое при-
ближение может быть эффективно использовано почти до самого горизонта
событий.

Вблизи горизонта событий соотношение

lim
r→2M

[
ln N 2 +

2M

r

(
1 +

M

r

)]−1 [
r

M
ln N 2 +

1

N 2 + 1

]
=

(
1

xb
+ 1

)
, (4.17)

где b = ln(x) + 3/2, может играть существенную роль. Очевидно, что в неко-
торой фиксированной точке r = 2M(1+x) функция F (r) = (3µb)/(8M 3) мед-
ленно меняется с изменением x и можно предположить, что F = const < 0.
Мы предположим, что решение может быть разложено в ряд

Ẽ θ̂ =
∑

n

fn(τ)xnPm
l (cos θ) ≈ (f0(τ) + f1(τ)x) 3 cos θ sin θ + O(x2) , (4.18)

где fn неизвестная функция и для наших целей мы выбираем l = 2, m = 1.
После этого эволюционные уравнения (4.14) и (4.13) принимают более про-
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стой вид

∂B̃ϕ̂

∂t
= − 1

2M

(
Ẽ θ̂ + xẼ θ̂

,x −
1

b
Ẽ θ̂ − xẼ θ̂ +

Fa

M
3 sin θ cos θ

)
, (4.19)

∂2Ẽ θ̂

∂t2
+

1

4M 2

{
− Ẽ θ̂ − 3xẼ θ̂

,x + 3xẼ θ̂ +
1

b
(2− 3x) Ẽ θ̂ +

2x

b
Ẽ θ̂

,x −

− 1

b2 Ẽ
θ̂ +

Fa

M
3 sin θ cos θ

(
3x− 1 +

1

b

) }
= 0 , (4.20)

где введены новые переменные Ẽ θ̂ = N−1E θ̂ и B̃ϕ̂ = N−1Bϕ̂. В приведен-
ных выше уравнениях пренебрегаются все малые члены, зависящие от x2, и
используется предположение (4.18).

Далее мы предположим, что изменение момента импульса со временем
имеет вид a(τ) = a0

[
1− e−τ/T

]
, где введен безразмерный параметр τ =

t/2M , T - время в единицах 2M .
Для нулевого порядка имеем

Ẽ θ̂ = 3f0(τ) cos θ sin θ , (4.21)

где функция f0 и тороидальное магнитное поле определяются следующими
уравнениями

∂2f
0

∂τ 2 −
(

1− 2

b
+

1

b2

)
f

0
−

(
1− 1

b

)
Fa

M
= 0 , (4.22)

∂Bϕ̂

∂τ
= −N

(
f

0

(
1− 1

b

)
+

Fa

M

)
3 sin θ cos θ , (4.23)

которые найдены из уравнения (4.19) и (4.20). Из этих уравнений видно, что,
в отличие от результатов [137] (см. уравнение (23)), нет каких-либо дополни-
тельных членов −2M в знаменателе в правой стороне, и уравнение довольно
сложное.

Решение для функции f в нулевом порядке имеет вид

f
0
(τ) = −Fa0b

[
(T 2 − 1)b2 − 2T 2b + T 2 − T 2(b− 1)2e−τ/T + b2e(1−b)τ/b

]

M(b− 1) [(T + 1)b− T ] [(T − 1)b− T ]
,

(4.24)
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Рис. 4.1: Эволюция функции f(τ, x) во времени в нулевом приближении, где x = 0.001,
T = 0.01 и угловой момент равен a0 = 0.7 (масса и импульс для удобства приняты равными
единице).

при этом оно удовлетворяет начальным условиям E θ̂ = ∂τE
θ̂ = 0 в момент

τ = 0. Надо отметить, что вблизи горизонта F принимает отрицательное
значение (см. рис. 4.1).

Для первого порядка из уравнения (18) получаем уравнение

∂2f
1

∂τ 2 +

(
1− 1

b

)
(3f

0
− 4f

1
)− 1

b2f1
+

3Fa

M
= 0 , (4.25)

которое имеет решение (см. рис. 4.2)

f
1
(τ) = 3b3Fa0

{
bT 2 (3b− 2) e−τ/T − (

4b2T 2 − b2 − 4T 2b + T 2) e−τ+τ/b −

− (
b2(1− T 2) + T 2(2b− 1)

)
e(1−2b)τ/b

}
×

×
{

M(3b− 2)(T 2(b− 1)2 − b2)(T 2(b− 1)2 − b2)

}−1

, (4.26)

Из поведения функций f
0
(τ) и f

1
(τ) ясно, что в начальный момент време-

ни значение f
1
(τ) очень мало по сравнению с f

0
(τ) и растет во времени очень
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Рис. 4.2: Эволюция функции f(τ, x) во времени в первом приближении, где x = 0.001,
T = 0.01 и угловой момент равен a0 = 0.7 (масса и импульс для удобства приняты равными
единице).

медленно. Вначале f
1
(τ) растет экспоненциально с отрицательным значени-

ем, затем внезапно падает до нуля. Это означает, что с данного момента реше-
ние является недействительным. Надо обратить внимание, что по сравнению
с результатами [137], эволюция электрического поля является более сложной,
но, несмотря на сложности, результаты дают стационарные решения, т.е. эво-
люция протекает адиабатически и высшие порядки не дают существенного
вклада. Однако, сравнивая рисунки, можно увидеть, что в статье [137] не
указано, что эволюция действительно достигает устойчивой точки.

Пренебрегая первым порядком для тороидального магнитного поля от-
носительно нулевого порядка, с помощью уравнений (4.23) и (4.24) можно
получить выражение

Bϕ
0
(τ) =

Na0b
2F

[
b

b−1

(
1− e−(b−1)τ/b

)− T
(
1− e−τ/T

)]

M (bT − b− T ) (bT + b− T )
3 sin θ cos θ , (4.27)

которое растет адиабатически с течением времени (см. рис. 4.3).
Нулевой порядок не дает вклада в полоидальное течение, но для первого

порядка вблизи оси вращения, то есть при малых углах, с помощью уравне-
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Рис. 4.3: Эволюция тороидального магнитного поля во времени в нулевом приближении
вблизи экваториальной плоскости при θ = 0.01 радиан, где для удобства масса и импульс
приняты равными единице, x = 0.001, T = 0.01 и угловой момент равен a0 = 0.7.

ний (4.13), (4.14), (D.6) и соотношения (4.11) находим

j r̂
1

= −3a0b
2F cos2 θ

(
b

b−1e
(1−b)τ/b − Te−τ/T

)

8πM 3(bT − b− T )(bT + b− T )
x . (4.28)

Очевидно, что полоидальный ток изначально появляется всюду в простран-
стве, как это показано в статье [143], и равняется

j r̂(τ = 0) =
3a0b

2F cos2 θ

8πM 3(b− 1)(bT + b− T )
x . (4.29)

Но для тороидального тока из (D.5) находим для нулевого порядка

j t̂
0
=

3f
0
sin θ cos θ

4πM
(4.30)

и для первого порядка

j t̂
1
=

3bf
0
+ (1 + b/4)f

1

4πM
3x sin θ cos θ . (4.31)

Вышеуказанные решения отличаются от решений, представленных в ста-
тье [137]. К примеру, в уравнениях (4.28), (4.29) присутствует дополнитель-
ный член M/π, который должен присутствовать в выражениях для тока для
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получения правильных единиц измерения. Хотя эволюционные уравнения
также отличаются, и являются более сложными, чем в статье Левинсона, это
не является причиной разрыва эволюции структуры, и можно быть уверен-
ным, что в начальное временя тороидальное магнитное поле возбуждается
вблизи ее устойчивого значения. Вышеуказанные результаты подтверждают,
что магнитосфера ЧД является стабильной, несмотря на большое количество
опечаток в статье [137].

4.3 Механизм Блэндфорда-Знаека в пространстве-времени

Керр-Тауб-НУТ
Метрика аксиально-симметричного поля в сферических координатах (ct, r, θ, ϕ)

описывается следующим выражением:

ds2 = −α2(cdt)2+
3∑

i=1

h2
i (dxi−ωidt)2 = −α2(cdt)2+

3∑

i=1

(hidxi−cαβidt)2, (4.32)

где коэффициенты hi представляют собой масштабный параметр координат
xi, ωi - угловая скорость вращения, α - метрическая функция красного сме-
щения, βi = hiωi(cα) - вектор смещения в метрике Керр-Тауб-НУТ, которые
принимают следующий вид:

α =

√
Σ∆ sin2 θ

(Σ + aχ)2θ − χ2∆
, h1 =

√
Σ

∆
, h2 =

√
Σ, h3 =

√
(Σ + aχ)2 sin2 θ − χ2∆

Σ

β1 = β2 = 0, β3 = − 1√
∆

∆χ− a(Σ + aχ) sin2 θ

Σ sin θ
, ω3 = −∆χ− a(Σ + aχ) sin2 θ

(Σ + aχ)2 sin2 θ − χ2∆
,

а параметры Σ, ∆ и χ определяются как

Σ = r2 + (l + a cos θ)2, ∆ = r2 − 2Mr − l2 + a2, χ = a sin2 θ − 2l cos θ .

Здесь l - гравитомагнитный монопольный момент, a = J/M - удельный уг-
ловой момент компактного объекта с полной массой M .

Закон сохранения можно записать в виде:

1√−g

∂

∂xµ
(
√−gT µνξν) = 0 , (4.33)
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где g = Det(gµν) = −(αh1h2h3)
2 - детерминант метрического тензора, T µν -

тензор энергии импульса и ξν - вектор Киллинга. Для приближенной модели
однокомпонентной плазмы имеем [20]:

T µν = pgµν + ηuµuν + F µ
σ F σν − 1

4
gµνF ρσFσρ, (4.34)

здесь p - собственное давление, η = eint + p - плотность энтальпии, uµ - 4-
скорость и Fµν - тензор электромагнитного поля. Плотность тепловой энергии
для адиабатической плазмы задается выражением eint = p/(Γ− 1) + ρc2, где
Γ - показатель адиабаты. Пользуясь в этом пространстве-времени векторами
Киллинга ξµ = (−1, 0, 0, 0, ) и (0, 0, 0, 1), можно получить выражение для
так называемой плотности энергии и момента импульса на асимптотической
бесконечности:

∂e∞

∂t
= − 1

h1h2h3

∑ ∂

∂xi
(h1h2h3S

i) (4.35)

∂l

∂t
= − 1

h1h2h3

∑
i

∂

∂xi
(h1h2h3M

i), (4.36)

где Si = −cαgµ0T
iν - плотность потока энергии , l = αg3νT

3ν/c - плотность
углового момента и M i = αhiT

iνgν3 - плотность потока углового момента.
Ограничимся только той частью плотности энергии на бесконечности, кото-
рая ответственна за электромагнитное поле:

e∞EM =
α

2
(B̂2 + Ê2) + αβ · (Ê× B̂). (4.37)

Здесь Ê и B̂ - напряженности электрического и магнитного полей, измерен-
ные ННУМ. В этой системе электрическое поле можно выразить через маг-
нитное поле в виде:

Ê = −h3

α
(ΩF − ω3)eϕ × B̂P , (4.38)

где eϕ - единичный вектор, параллельный азимутальной координате, BP =

B − Bϕeϕ - полоидальное магнитное поле, ΩF - угловая скорость вращения
силовых линий магнитного поля. Из граничных условий на горизонте собы-
тий

Bϕ = υϕ
F (r → rh) ·BP , (4.39)
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Рис. 4.4: Зависимость знака ΩF − ω3 от параметра a/M при разных значениях l/M .

где rh - радиус горизонта событий, находим следующее выражение:

αe∞EM = h2
3(B

P )2ΩF (ΩF − ω3). (4.40)

Из выражения (4.40) видно, что энергия на бесконечности принимает от-
рицательные значения и энергия извлекается из гравитационного объекта.
Хотя это утверждение выглядит противоречащим определению горизонта со-
бытий, которое гласит, что никакая энергия, материальное вещество или ин-
формация никогда не могут покинуть горизонт, его можно интерпретировать
как перемещение отрицательной электромагнитной энергии магнитного поля
на бесконечности внутрь компактного объекта. Это и соответствует эффекту
Блэндфорда-Знаека в метрике Керр-Тауб-НУТ. Зависимость знака ΩF−ω3 от
НУТ параметра приведена на рис. 4.4. Решение при отсутствии гравитомаг-
нитного монопольного момента соответствует результату работы [20]. При
этом видно, что наличие гравитомагнитного монопольного момента у ком-
пактного гравитационного объекта уменьшает абсолютное значение энергии
и соответственно интервал значений, что соответствует извлечению энергии
компактного объекта.
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4.4 Эффект Пенроуза в гравитационном поле компакт-

ного объекта с гравитомагнитным монопольном за-

рядом
Если рассмотреть частицу с ненулевой массой покоя m в точке rp(t) в

отсутствие электромагнитного поля, т.е. при ρ = m
γ δ3(r − rP (t)), ρ = 0, and

B = E = 0, то выражения (4.35) и (4.36) примут следующий интегральный
вид

E∞ =

∫

Vf

e∞dV = αγmc2 + ω3L, (4.41)

L =

∫

Vf

ldV = h3mγυ3, (4.42)

где Vf - полный объем пространства, γ – Лоренц фактор.
Из выражений (4.41) – (4.42) вытекает

E∞ = αγmc2(1 + β3
υ3

c
). (4.43)

Если β3υ
3/c < −1, энергия частицы на бесконечноости становится отрица-

тельной. Это условие выполняется только в эргосфере (β3 > 1). Исполь-
зуя соотношение α2{1 −∑

i(βi)
2} = −g00, получим определение эргосферы:

g00 > 0.
Если рассмотреть распад частиц в эргосфере, A → B + C, законы сохра-

нения энергии и углового момента на бесконечности принимают следующий
вид:

E∞
A = E∞

B + E∞
C , (4.44)

LA = LB + LC , (4.45)

E∞
I = αγImIc

2 + ω3L3 (I=A,B,C) . (4.46)

При условии сильного распада, такого, что имеет место условие LB =

h3mBγBυ3
B < −ch3mB/

√
(β3)2 − 1, получаем, что E∞

B < 0 и, следовательно,
E∞

A < E∞
C . Это означает, что частица С покидает компактный объект, тогда

как частица В остается внутри эргосферы и падает на объект. На рис. 4.5.
показана зависимость знака S(r) = h3mBγBυ3

B + h3mB/
√

(β3)2 − 1 от НУТ
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Рис. 4.5: Зависимость знака S(r) = h3mBγBυ3
B + h3mB/

√
(β3)2 − 1 от гравитомагнитного

монопольного момента.

параметра. Из рисунка видно, что с увеличением гравитомагнитного моно-
польного момента радиус, на котором происходит процесс Пенроуза, сдвига-
ется в сторону удаленного наблюдателя.

4.5 Заключение
В данной главе было показано, что уравнения Максвелла (B6), (B7), одно-

родное уравнение Максвелла (B13) и бессиловое условие (B14) - (B17), запи-
санные в [137] во втором порядке малости по a2, не совпадают с уравнениями,
полученными здесь, что может привести к неточным результатам при получе-
нии формулировки стабильности структуры. Кроме того, из решений в статье
[137] не видно, что полоидальное электрическое поле и тороидальное магнит-
ное поле адиабатически меняются во времени (решения показывают, что они
изменяются со временем экспоненциально). Получив более точные решения,
можно заключить, что на самом деле полоидальное электрическое и торои-
дальное магнитное поля растут адиабатически. Скорректированы формулы
автора [137] и заключили, что, хотя результаты являются весьма различны-
ми, это не нарушает стабильность структуры – после некоторого времени
тороидальное магнитное поле и плотность заряда приходят к их стационар-
ным решениям, что подтверждает стабильность магнитосферы ЧД [144].
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Основные результаты и заключение
В заключении перечислим основные результаты, полученные в диссерта-

ционной работе:
1. Найдены точные выражения для электромагнитного поля в пространстве-

времени Керр-Тауб-НУТ, которые свидетельствуют о том, что электро-
магнитное поле зависит от величины гравитомагнитного заряда. При-
чем, индуцированное электрическое поле зависит от НУТ параметра ли-
нейно, а магнитное поле зависит от него квадратично.

2. Найдены аналитические общерелятивистские выражения для электро-
магнитных полей медленно вращающейся намагниченной НЗ с ненуле-
вым гравитомагнитным зарядом l. Показано, что общерелятивистские
поправки, возникающие за счет эффекта увлечения ИСО и наличия гра-
витомагнитного заряда, не присутствуют в выражении для дипольного
магнитного поля. В частности, показано, что увлечение ИСО и грави-
томагнитный заряд генерируют дополнительные индуцированные элек-
трические поля, которые аналогичны случаю вращения намагниченных
звезд в пределе плоского пространства.

3. Изучено движение заряженных частиц вокруг Керр-Тауб-НУТ источ-
ника, расположенного во внешнем а) однородном и б) дипольном маг-
нитном поле, с помощью анализа уравнения Гамильтона-Якоби. Пока-
зано, что в присутствии НУТ параметра и магнитного поля форма эф-
фективного потенциала изменяется, причем изменение, вызванное внеш-
ним электромагнитным полем является доминирующим. Исследование
устойчивости движения заряженных частиц показывает, что внешнее
магнитное поле сдвигает орбиты пробных частиц к источнику гравти-
ционного поля в обоих случаях, в то время как НУТ параметр сдвигает
их к источнику в случае однородного магнитного поля и в обратном
направлении в случае присутствия токопроводящей петли вокруг ком-
пактного объекта.
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4. Приведено точное вакуумное решение уравнений Максвелла в пространстве-
времени медленно вращающейся намагниченной КН. Получены резуль-
таты по движению заряженных частиц и показана сильная зависимость
движения частиц от форм параметра КН и величины магнитного поля.

5. Получены выражения для компонент дипольного магнитного поля в про-
водящей коре гравастара, которое может быть полезным для описания
различных физических процессов внутри гравастара.

6. Изучены стационарные электромагнитные поля изолированной медлен-
но вращающейся релятивистской компактной звезды на бране полагая,
что магнитное поле вморожено в звездную кору из-за высокой проводи-
мости среды, а также, эффекты бран параметра на звездное магнитное
поле. Найдены точные аналитические внутренние решения уравнений
Максвелла, а также, точные решения для внутреннего магнитного поля
внутри звездного вещества с УС жесткого вещества.

7. Проведены численные расчеты, которые учитывают эффект напряжен-
ности брана на структуру электромагнитного поля вне вращающейся
звезды и на конфигурации внутреннего магнитного поля в звездной сре-
де с постоянной плотностью.

8. Получены точные значения для эффективного потенциала и радиуса
СКО для различных значений параметров, характеризующих вакуумное
решение уравнений поля в модели на бранах. Найдено точное выражение
для нижней границы внутренней СКО пробной частицы в окрестности
ЧД на бранах.

9. Приведены результаты исследований об извлечении энергии компактно-
го гравитационного объекта, в частности, с помощью эффекта Блэндфорда-
Знаека и процесса Пенроуза в пространстве Керр-Тауб-НУТ.

10. В бессиловом приближении найдено эволюционное уравнение для элек-
тромагнитного поля и решено с помощью метода последовательных при-
ближений. Результаты свидетельствует, что плазменная магнитосфера в
окрестности вращающейся ЧД является устойчивой к возмущениям, что
подтверждает эффективность процесса Блэндфорда-Знаека по извлече-
нию энергии ЧД.
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[112] Kotrlová A., Stuchlik Z., Török G. Quasiperiodic oscillations in a strong
gravitational field around neutron stars testing braneworld models // Class.
Quantum Grav. – 2008. – V. 25. – P. 225016.
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Приложения

A. Определение постаянной C1 с помошью условия элек-

трической нейтральности источника

Чтобы найти постоянную C1 в уравнении (1.5), можно использовать усло-
вие электрической нейтральности источника

4πQ = 0 =
1

2

∮
F αβ∗dSαβ =

C1

∮
Γα

βγuαmβξγ
(t)(uk)dS +

B

2

∮
Γα

βγuαmβξγ
(ϕ)(uk)dS , (A.1)

оценивая величину интеграла по сферической поверхности в асимптотиче-
ской бесконечности. Здесь было использовано равенство ξβ;α = −xiα;β =

−Γγ
αβξγ, вытекающее из уравнения Киллинга, элемент произвольной 2-по-

верхности dSαβ представлен в виде [145]

dSαβ = −uα ∧mβ(uk)dS + ηαβµνuµnν

√
1 + (uk)2dS . (A.2)

Также были использованы следующие выражения

mα =
ηλαµνu

λnµkν

√
1 + (uk)2

, nα =
ηλαµνu

λkµmν

√
1 + (uk)2

, (A.3)

kα = −(uk)uα +
√

1 + (uk)2ηµαρνuµmρnν ,

устанавливающие взаимосвязь между тремя {k,m,n} векторами, nα - нор-
мальный вектор к 2-поверхности, пространственноподобный вектор mα ле-
жит на данной 2-поверхности и ортогонален к четыре-скорости uα наблюда-
теля, единичный пространственноподобный четыре-вектор kα лежит на по-
верхности и ортогонален к mα, dS инвариантный элемент поверхности, ∧
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обозначает внешнее произведение, ∗ обозначает дуальный элемент, ηαβγδ -
псевдо-тензорное выражение символа Леви-Чивита εαβγδ .

Затем, поставляя u0 = −(1 −M/r), m1 = (1 −M/r), а также асимптоти-
ческие значения символов Кристоффеля Γ0

10 = M/r2 и Γ0
13 = −J sin2 θ/r2 −

l(1− 2M/r) cos θ/r в выражение (A.1) для потока, можно получить значение
постоянной C1 = aB. Параметр l не проявляется в постоянной C1, поскольку
интеграл

∫ π

0 cos θ sin θdθ = 0 обращается в ноль.

B. Уравнения Максвелла в пространстве-времени ком-

пактного гравитационного объекта на бране

Общая форма первой пары общерелятивистских уравнений Максвелла да-
ется выражением

3!F[αβ,γ] = 2 (Fαβ,γ + Fγα,β + Fβγ,α) = 0 , (B.1)

где Fαβ тензор электромагнитного поля.
Ковариантные компоненты электромагнитного тензора явным образом вы-

ражаются через компоненты электрического и магнитного поля следующим
образом

Fαβ ≡ 2u[αEβ] + ηαβγδu
γBδ , (B.2)

где uα 4-скорость наблюдателя, T[αβ] ≡ 1
2(Tαβ − Tβα) и ηαβγδ псевдотензор-

ное выражение для символов Леви-Чивита εαβγδ

ηαβγδ = − 1√−g
εαβγδ , ηαβγδ =

√−gεαβγδ , (B.3)

где g ≡ det|gαβ| = −A2H2r4 sin2 θ.
Общая форма второй пары уравнений Максвелла дается выражением

F αβ
;β = 4πJα (B.4)

где 4-ток Jα представляет собой сумму конвекционного тока и тока про-
водимости
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Jα = ρew
α + jα , jαwα ≡ 0 , jα = σFαβw

β , (B.5)

где σ электропроводность, а wα 4-скорость проводящей среды как целого.
Уравнение (B.4) может быть также переписано в форме, не содержащей

ковариантное дифференцирование

(
√−gF αβ),β = 4π

√−gJα . (B.6)

4-скорость собственного неподвижного наблюдателя в метрике 3.2 выгля-
дит следующим образом

(uα)
obs
≡ A−1

(
1, 0, 0, 0

)
; (uα)

obs
≡ A

(
− 1, 0, 0,−ω̃r2 sin2 θ

A2

)
. (B.7)

Используя основные уравнения (B.1), (B.4) вместе с (B.2), (B.3) и (B.7),
можно получить уравнения Максвелла для медленно вращающейся НЗ на
бранах

(
Hr2 sin θBi

)
,i
−

[
ω̃r2 sin2 θ

A
Er

]

,θ

+

[
ω̃r2 sin2 θ

A
Eθ

]

,r

= 0 , (B.8)

(
Hr2 sin θ

) ∂Br

∂t
+

[
ω̃r2 sin2 θ

A

]
∂Eθ

∂t
= A (Eθ,ϕ − Eϕ,θ) , (B.9)

(
Hr2 sin θ

) ∂Bθ

∂t
−

[
ω̃r2 sin2 θ

A

]
∂Er

∂t
= (Eϕ A),r − AEr,ϕ , (B.10)

(
Hr2 sin θ

) ∂Bϕ

∂t
= − (Eθ A),r + AEr,θ . (B.11)
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(
Hr2 sin θEi

)
,i
−

[
ω̃r2 sin2 θ

A
Bθ

]

,r

+

[
ω̃r2 sin2 θ

A
Br

]

,θ

= 4πAHr2 sin θJ0 , (B.12)

A (Bϕ ,θ −Bθ ,ϕ) =
(
Hr2 sin θ

) ∂Er

∂t

−
[
ω̃r2 sin2 θ

A

]
∂Bθ

∂t
+ 4πAHr2 sin θJr , (B.13)

ABr,ϕ − (ABϕ),r =
(
Hr2 sin θ

) ∂Eθ

∂t

+

[
ω̃r2 sin2 θ

A

]
∂Br

∂t
+ 4πAHr2 sin θJθ , (B.14)

(ABθ),r − ABr ,θ =
(
Hr2 sin θ

) ∂Eϕ

∂t
+ 4πAHr2 sin θJϕ . (B.15)

Для того, чтобы получить физические компоненты величин, необходи-
мо спроектировать электромагнитное поле на соответствующим образом вы-
бранный тетрад. Ортонормальный тетрад представляет собой набор четы-
рех взаимно ортогональных единичных векторов в каждой точке выбранно-
го пространства-времени, который указывает направления четырех осей ло-
кально минковской системы координат. Ортонормальный тетрад выбранной
нами метрики {eµ̂} = (e0̂, er̂, eθ̂, eϕ̂) соответствующий собственному наблю-
дателю (B.7) может быть выбран в форме

eα
0̂ = A−1

(
1, 0, 0, ω̃

)
, eα

r̂ = H−1
(

0, 1, 0, 0

)
, eα

θ̂
=

1

r

(
0, 0, 1, 0

)
,

eα
ϕ̂ =

1

r sin θ

(
0, 0, 0, 1

)
. (B.16)

1-формы {ωµ̂} = (ω0̂, ωr̂, ωθ̂, ωϕ̂), соответствующие векторам тетрада, имеют
в свою очередь следующие компоненты

ω0̂
α = A

(
1, 0, 0, 0

)
, ωr̂

α = H

(
0, 1, 0, 0

)
, ωθ̂

α = r

(
0, 0, 1, 0

)
,

ωϕ̂
α = r sin θ

(
− ω̃, 0, 0, 1

)
. (B.17)

Теперь мы можем переписать уравнения Максвелла (B.8)–(B.11) и (B.12)–
(B.15) в ортонормальной системе координат, проектируя уравнения (B.1) и
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(B.4) на компоненты (B.16) и (B.17):

sin θ
(
r2B r̂

)
,r

+ Hr
(
sin θB θ̂

)
,θ

+ HrBϕ̂
,ϕ

−
[
Hω̃r2 sin2 θ

A
E r̂

]

,θ

+

[
ω̃r3 sin2 θ

A
E θ̂

]

,r

= 0 , (B.18)

(r sin θ)
∂B r̂

∂t
+

[
ω̃r2 sin2 θ

A

]
∂E θ̂

∂t
= A

[
E θ̂

,ϕ −
(
sin θEϕ̂

)
,θ

]
, (B.19)

(Hr sin θ)
∂B θ̂

∂t
−

[
Hω̃r2 sin2 θ

A

]
∂E r̂

∂t
= −AHE r̂

,ϕ + sin θ
(
rAEϕ̂

)
,r

,(B.20)

(Hr)
∂Bϕ̂

∂t
= −

(
rAE θ̂

)
,r

+ AHE r̂
,θ (B.21)

и

sin θ
(
r2E r̂

)
,r

+ Hr
(
sin θE θ̂

)
,θ

+ HrEϕ̂
,ϕ −

[
ω̃r3 sin2 θ

A
B θ̂

]

,r

+

[
Hω̃r2 sin2 θ

A
B r̂

]

,θ

= 4πHr2 sin θJ t̂ , (B.22)

A
[(

sin θBϕ̂
)
,θ
−B θ̂

,ϕ

]
=

(r sin θ)
∂E r̂

∂t
−

[
ω̃r2 sin2 θ

A

]
∂B θ̂

∂t
+ 4πAr sin θJ r̂ , (B.23)

AHB r̂
,ϕ − sin θ

(
r ABϕ̂

)
,r

=

(Hr sin θ)
∂E θ̂

∂t
+

[
Hω̃r2 sin2 θ

A

]
∂B r̂

∂t
+ 4πAHr sin θJ θ̂ ,(B.24)

(
ArB θ̂

)
,r
− AHB r̂

,θ = (Hr)
∂Eϕ̂

∂t
+ 4πAHrJ ϕ̂ . (B.25)

125



C. Доказательство непрерывности решений уравнений

Эйнштейна на границе звезды

Докажем, что внутреннее решение для гравитационного поля совпадает с
внешним решением на звездной поверхности. Для этого возьмем произволь-
ную гиперповерхность Σ и убедимся в том, что непрерывность метрики и
ее производных на этой гиперповерхности удовлетворена. Для того, чтобы
различать решения, мы обозначим их индексами "ex"и "in"для внешних и
внутренних решений, соответственно, так что

ds2
in,ex = −A2

in,exdt2in,ex +H2
in,exdr2

in,ex + r2
in,exdθ2

in,ex + r2
in,ex sin2 θin,exdϕ2

in,ex , (C.1)

где метрические функции Ain,ex, Hin,ex являются только функциями радиаль-
ных координат.

Непрерывность метрической функции может быть установлена с помощью
условий для касательного вектора vα = dxα/dτ на гиперповерхности Σ:

(
vαvβgαβ

)
ex

=
(
vαvβgαβ

)
in

(C.2)

и граничной поверхности
(
qαβgαβ

)
ex

=
(
qαβgαβ

)
in
, где qαβ - метрика еди-

ничной сферы, а τ является собственным временем вдоль гиперповерхности
Σ [146].

Из условия сферической симметрии звезды dΩin ≡ dθ2
in+sin2 θindϕ2

in = dΩex

(поскольку звездное магнитное поле является пробным, всякое отклонение
от сферичности звезды игнорируется), можно получить rin = rex = r. Теперь
уравнение (C.2) может быть переписано как

−A2
exṫ

2
ex + H2

exṙ
2 = −A2

inṫ
2
in + H2

inṙ
2 , (C.3)

где точка сверху означает производную по τ . Теперь, предполагая, что по-
верхность не перемещается в координатном пространстве (ṙ = 0), а коордни-
атное время соответсвует гиперповерхности Σ (tex = tin), с помощью внешних
решений для A, H можно найти условия непрерывности метрики на гипер-
поверхности

A2
in =

(
1− 2M

r
+

Q∗

r2

)
. (C.4)
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Поскольку для Σ мы имеем ds2
ex|Σ = ds2

in|Σ, можно легко увидеть, что это
условие удовлетворено. Таким образом, внешняя и внутренняя метрика сов-
падают.

Доказательство непрерывности производных метрического тензора вдоль
гиперповерхности требует более длительных расчетов и устанавливается из
непрерывности внешнего тензора кривизны [147]

Kab = nα;β
∂xα

∂ya

∂xβ

∂yb
, (C.5)

где nα - единичний вектор нормали к Σ, xα - координаты пространства-
времени и ya = (τ, θ, ϕ) - координаты на Σ. Подробнее об этом можно найти
в [148], где также показано, что условие (Kab)ex = (Kab)in приводит к урав-
нениям движения, и тем самым завершается доказательство непрерывности
решений уравнения Эйнштейна на границе звезды.
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D. Уравнения Максвелла и бессиловое условие в про-

странстве - времени компактного гравитационного объ-

екта

Уравнения Максвелла в пространстве сферически-симметричного грави-
тирующего объкта имеет вид

N sin θ
(
r2B r̂

)
,r

+ r
(
sin θB θ̂

)
,θ

+ rBϕ̂
,ϕ = 0 , (D.1)

(r sin θ)
∂B r̂

∂t
= N

[
E θ̂

,ϕ −
(
sin θEϕ̂

)
,θ

]
− (ωr sin θ) B r̂

,ϕ , (D.2)
(

r sin θ

N

)
∂B θ̂

∂t
= −E r̂

,ϕ + sin θ
(
rNEϕ̂

)
,r
−

(
ωr sin θ

N

)
B θ̂

,ϕ , (D.3)

( r

N

) ∂Bϕ̂

∂t
= −

(
rNE θ̂

)
,r

+ E r̂
,θ + sin θ

(
ωr2B r̂

)
,r

+
ωr

N

(
sin θB θ̂

)
,θ
(D.4)

и

N sin θ
(
r2E r̂

)
,r

+ r
(
sin θE θ̂

)
,θ

+ rEϕ̂
,ϕ = 4πr2 sin θJ t̂ , (D.5)

N
[(

sin θBϕ̂
)
,θ
−B θ̂

,ϕ

]
− (ωr sin θ) E r̂

,ϕ =

(r sin θ)
∂E r̂

∂t
+ 4πNr sin θJ r̂ , (D.6)

B r̂
,ϕ − sin θ

(
r NBϕ̂

)
,r
−

(
ωr sin θ

N

)
E θ̂

,ϕ =

(
r sin θ

N

)
∂E θ̂

∂t
+ 4πr sin θJ θ̂, (D.7)

(
NrB θ̂

)
,r
−B r̂

,θ + sin θ
(
ωr2E r̂

)
,r

+
ωr

N

(
sin θE θ̂

)
,θ

=

( r

N

) ∂Eϕ̂

∂t
+ 4πrJ ϕ̂ +

4πωr2 sin θ

N
J t̂ , (D.8)

где N = 1 − 2M/r - функция течения, а ω(r) может интерпретироваться
как угловая скорость свободно падающей ИСО, также называемая угловой
скоростью Лензе-Тирринга.

128



Бессиловое условие для магнитного поля имеет вид:

NE r̂J r̂ + NE θ̂J θ̂ − 1

r sin θ
(∂tAϕ)

(
J ϕ̂ +

ωr sin θ

N
J t̂

)
= 0 , (D.9)

N−1 (∂tAϕ) J t̂ + (∂rAϕ) NJ r̂ +
1

r
(∂θAϕ) J θ̂ = 0 , (D.10)

N−1E r̂J t̂ +
1

r sin θ
(∂rAϕ)

(
J ϕ̂ +

ωr sin θ

N
J t̂

)
+

1

N
Bϕ̂J θ̂ = 0 , (D.11)

rE θ̂J t̂ +
1

r sin θ
(∂θAϕ)

(
J ϕ̂ +

ωr sin θ

N
J t̂

)
+ rBϕ̂J r̂ = 0 (D.12)
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